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1 Johdanto

Miten matematiikka ja musiikki liittyvat toisiinsa? Usein matematiikka mielletaan
formaalina tieteend, kun taas musiikki on yksi ilmaisevista taiteenmuodoista. Nama
kaksi ovat kuitenkin vahvasti linkittyneet toisiinsa molempien tieteenalojen historian
ajan. Jo Pythagoras havaitsi, kuinka varahtelevan kielen pituus on kaantaen verran-
nollinen sen tuottamaan aanen korkeuteen, eli mikali kielen pituus puolitetaan, niin
savelkorkeus nousee oktaavilla (Apiola, 2015). Myos kuuluisa muusikko J.S. Bach
tutki matemaattista ongelmaa loytaa kaytannollinen tapa virittaa kosketinsoittimia
(Wright, 20009, s. 5). Matematiikan avulla kuvataan monia musiikin ilmioita, kuten
kielten varahtelya tietyilla aallonpituuksilla (Shah, 2010, s. 7). Lisaksi tarkemmin aja-
teltuna, nuottien aika-arvot vastaavat murtolukuja ja tahtilajien kautta suoritetaan
murtolukujen yhteenlaskuja (Marjanen, 2013, s. 28). Nuottiviivasto, johon nuotit ja
tahtilajit sijoitetaan, on puolestaan omanlaisensa koordinaatisto (Shah, 2010, s. 17).
Voidaan puhua myos matematiikan ja musiikin yhtalaisyyksista aivotoiminnassa,
ja siita, kuinka musiikin harjoittaminen vahvistaa matemaattista osaamista. Neuro-
logisesti tarkisteltuna nailla kahdella on yhteys, silla musiikin kasittely tapahtuu 1a-
hekkaisilla tai samoilla aivon alueilla kuin tiettyjen matemaattisten ongelmien tehta-
vien suorittaminen. Tata vaitettd on myos kritisoitu, silla musiikin ei ole nahty

" ~

% LUMAT-B: International Journal on Math, Science and Technology Education )
Published by the University of Helsinki, Finland / LUMA Centre Finland | CC BY 4.0 \

n e


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
http://www.luma.fi/en
https://www.helsinki.fi/en

KORHONEN (2022)

vaikuttavan kaikkiin matematiikan osa-alueisiin tai alykkyyteen yleisesti. Musiikin
kuuntelun on kuitenkin todettu vahvistavan niita hermoratoja, joita ihminen kayttaa
esimerkiksi ongelmanratkaisuun tai avaruudelliseen hahmottamiseen. Talloin aktii-
visen musiikin kuuntelun vahvistaessa niita hermoratoja, johtaa se myos parempiin
taitoithin muun muassa avaruudellista hahmottamista vaativissa ongelmanratkai-
sussa. (Kaperi, 2020, s. 19—21.)

Musiikin kuuntelu jo raskauden aikana on todettu aiheuttavan sikion aivoissa po-
sitiivisia muutoksia. Esimerkiksi, kun aidit kuuntelevat raskauden aikana musiikkia,
on heidan lastensa huomattu syntyman jalkeen reagoivan puheeseen enemman, kuin
sellaisten lasten, joiden iiti ei ollut kuunnellut raskaana ollessaan musiikkia. Yleises-
tikin musiikillisen aktiivisuuden on havaittu hyodyttavan lasten aivotoimintaa. Se
auttaa lapsen kuulokyvyn kehittymista, kuten kuullun muistamista ja 4anien ominai-
suuksien erottelua, seka kielellista kehittymista esimerkiksi sanavaraston kasvattami-
sen kannalta. Lisaksi jo vastasyntyneella lapsella on kyky musiikin kasittelyyn ja soin-
tujen erotteluun. Taman pohjalta on perusteltua sanoa, etti jo varhaiskasvatuksessa
musiikin integrointi esimerkiksi matematiikan opetukseen on lapsen oppimisen kan-
nalta hyodyllista. (Kaperi, 2020, s. 21—22.)

Myos muusikoiden ja ei-muusikoiden aivorakennetta seka aivojen toimintaa on
tutkittu ja havaittu, ettd muusikoiden aivot ovat rakenteeltaan kehittyneemmat kuin
ei-muusikoiden. On myos tutkittu, ettd muusikoiden aivot prosessoivat tehokkaam-
min tietoa ja niilla on paremmat edellytykset muistamiselle ja muistista palauttami-
selle. (Kaperi, 2020, s. 22.)

Musiikin kuunteleminen ja musiikin luominen, esimerkiksi soittamalla jotain soi-
tinta, kehittaa lukuisia kognitiivisia toimintoja aktivoimalla aivoalueita, jotka ovat
kognitioiden kannalta tarkeita. Kognitiivisten taitojen kehittymisen lisaksi musiikin
on tutkittu kehittavan myos keskittymiskykya. Talloin musiikin sisallyttiminen niin
peruskoulun kuin lukionkin tunneille on perusteltua. Kuitenkin musiikin vaikutus
suorasti esimerkiksi yleiseen oppimiseen ja akateemisten taitojen kehittamiseen on
viela avoin. (Kaperi, 2020, s. 31.)

Tassa artikkelissa kuvataan musiikin ja matematiikan yhtalaisyyksia teorian ta-
solla seka annetaan ideoita naiden kahden integroimiseen niin varhaiskasvatuksen,
alakoulun, ylakoulun kuin myo6s lukion opetuksessa. Artikkelin ensimmaisessa lu-
vussa kasitellaan yleisimmat nuottien aika-arvot, niiden symbolit seka yhteydet mur-
tolukuihin. Sisalto on tarkoitettu erityisesti peruskoulutasolle. Sen jalkeen siirrytaan
tahtilajit ja rytmi -lukuun, joka sisaltaa teoriaa tahtilajeista ja niiden yhteydesta
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matematiikkaan laskemisen, murtolukujen sekd muun muassa jaollisuuden muo-
dossa. Kyseisen luvun asiat on suunnattu lahinna varhaiskasvatukseen seka perus-
kouluun.

Neljannessa luvussa siirrytaan tutkimaan nuottiviivastoa ja intervalleja. Luku se-
littaa teorian tasolla savelten taajuuksia ja niiden suhteita eli intervalleja. Lisaksi kay-
daan lapi sita, miten intervalleja voidaan hyodyntaa logaritmeihin ja lukujonoihin
seka yleisimpien intervallien maaritelmia. Taman luvun asiat sopivat parhaiten lukio-
tasolle, mutta myos peruskouluasteen opetukseen voi saada inspiraatiota.

Artikkelin toiseksi viimeisessa kappaleessa kasitellaan kielen varahtelya, jossa
kaydaan teorian tasolla taajuuksia ja sitd myoten muun muassa sita, mihin kielisoit-
timien toiminta perustuu. Teorian jalkeen on havainnollistavia tehtavia taajuuksien
tutkimiseen. Kappaleen teoriaosuus soveltuu enimmakseen lukioon, mutta siita saa
myos ideoita peruskoulun opetukseen. Havainnollistavat tehtavat sisaltavat vinkkeja
myos varhaiskasvatukseen ja peruskoulun pienemmille oppijoille. Viimeisena kerro-
taan lopuksi d4aniaalloista sinifunktion muodossa ja sita kautta kaydaan lapi sita, mi-
ten trigonometriset funktiot toimivat. Havainnollistava aanitystehtava tutkimuksi-
neen on myos sovellettavissa peruskouluun, vaikka teoriapuoli painottuukin lukion
matematiikkaan. Kokonaisuudessaan artikkeli pohjautuu LUMATIKKA-koulutuksen
jarjestaman Matematiikka ja taide -kurssin Matematiikka ja musiikki -osioon, jonka
taman artikkelin kirjoittaja on koostanut.

2 Nuottien aika-arvot ja murtoluvut

Nuottien seka murtolukujen opiskelun voi katevasti integroida keskenaan. Mikali kui-
tenkin murtoluvut ja niilla laskeminen ovat jo ennestain tuttuja, nuottien kasitteiden
opettaminen kay murtolukujen kertaamisena. Yleisimmat kaytettavissa olevat nuotit
ovat kokonuotti, puolinuotti, neljasosanuotti seka kahdeksasosanuotti. Kahdeksas-
osanuotin jalkeen, kun nuotin aika-arvo puolitetaan, lisataan nuottiin uusi vikanen
edellisen alle. Naiden symbolit loytyvat kuvasta 1. (Wright, 2009, s. 18—19.)

0d o s s

Kokonuotti Puolinuotti Neljasosanuotti Kahdeksasosanuotti  Kuudestoistaosanuotti

1 2 4 8 16

Kuva 1. Yleisimpien nuottien symbolit, nimet seka niita vastaavat murtoluvut.
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Kun nuotteja lasketaan yhteen, kuten kuvassa 2a on tehty, tapahtuu se samalla
tapaa kuin murtolukujen yhteenlasku. Hyvana havainnollistuskeinona voi kayttaa ku-
van 2b kaltaista, murtolukujen yhteydestia oppilaille usein tuttua piirakkamallia,
jossa koko piirakka vastaa kokonuottia, puolikas puolinuottia ja niin edelleen. Piirak-
kamallia voi kayttda myos eraanlaisena palapelitehtivana. Muita hyodyllisia tehtavia
murtolukujen ja nuottien oppimiseen ovat yhdistelytehtavit, joissa tehtavinannossa
on kuvattuna nuottien symbolit, niiden nimet ja murtolukumerkinnat, kuten kuvassa
1, mutta sekoitetussa jarjestyksessa. Taman jalkeen oppilaan tehtavana voi olla yhdis-
taa symboli oikeaan nimeen ja murtolukumerkintaan. Nuottisymbolien avulla on
mahdollista rakentaa ja havainnollistaa helposti erilaisia laskuja, joiden avulla nuotit
tulevat tutuksi ja laskutaidot murtoluvuilla syvenevat. (Marjanen, 2013, s. 24—28.)

2a 2b

J

N =
B
B
=] =

Kuva 2. Esimerkkilasku nuottien avulla seka piirakkamalli nuottien aika-arvoista suhteellisina osuuksina

3 Tahtilajit ja rytmi

Kun nuotteja sijoitetaan nuottiviivastolle, maaraa tahtilaji sen, kuinka paljon ja mil-
laisia nuotteja yhteen tahtiin mahtuu. Tahtilajin kertoo tahtiosoitus, joka 10ytyy mer-
kittyna kappaleen alussa, kuten kuvassa 3. Yleisimmat tahtilajit ovat %, Z, % ja §° Tah-

tilajimerkinnassa osoittaja kertoo sen, kuinka monta nuottia tahtiin mahtuu ja nimit-
taja sen, millaisia nama nuotit ovat. Esimerkiksi tahtilajissa % yhteen tahtiin mahtuu

kaksi neljasosanuottia. Tahdin voi myos tayttaa muilla nuoteilla, kunhan tahdin mitta
ei muutu. (Shah, 2010, s. 22—23.)

Tahtilajien ymmartamisen havainnollistamiseen voidaan kayttaa esimerkiksi kar-
tonkipaloja, jotka ovat leikattu leveydeltaan nuotin aika-arvoa vastaavaksi; koko-
nuotti on leveydeltaan suurin, puolinuotti leveydeltaan puolet kokonuotin palasta ja
niin edelleen. Taman jalkeen taululle voidaan piirtad nuottiviivasto esimerkiksi
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tahtilajilla % ja mitoitettuna niin, etta sithen mahtuu yksi puolinuottia vastaava kar-

tonkipala. Talloin kokonuotti ei mahdu tahan tahtilajiin, mutta esimerkiksi nelja kah-
deksasosanuottia tayttaa tahtilajin taydellisesti.

s Jdd o d

Kuva 3. Tahtilaji zja sen mukaisesti kaksi esimerkkitahtia.

Oppilaiden kanssa tahtilajin ja tahdin ymmartamiseen voi kayttaa myos erilaisia
laskuvariaatioita. Oppilaat voivat selvittaa tahtilajeja esimerkiksi siten, etta tahti on
taytetty erilaisilla nuoteilla valmiiksi ja heidan tulee laskea nuottien aika-arvot yhteen
(Isitan & Dogan, 2020, s. 103—104). Konkreettisena apukeinona ratkaisemiseen voi
kayttaa esimerkiksi ylla mainittua nuottien havainnointimenetelmaa kartonkipa-
loilla. Tasta yksi esimerkki loytyy kuvasta 4.

DJJD

Kuva 4. Esimerkki tehtavasta, jossa ratkaistaan tahtilaji.

Tahtilajeja opettaessa voidaan ottaa avuksi mukaan rytmi, vaikka yksinkertaisesti
taputtaen. Rytmi itsessaan koostuu perakkaisista nuoteista ja tauoista, jotka tahtilaji
jakaa saman mittaisiin tahteihin (Tamminen, 2015). Erityisesti pienempien oppijoi-
den kanssa musiikin rytmin hahmottamisessa on tarkeaa kehon mukaan ottaminen
ja tahdin mukaan liikkuminen vaikka tanssien tai muun musiikkiliikunnan kautta
(Musiikkimatka.fi, 2022).

Yksinkertaisin tapa lahtea tekemaan rytmiharjoituksia on kayttaa alkuun vain nel-
jasosa- ja kahdeksasosanuottia. Naistd perussykkeend toimii neljasosanuotti, joka
luetaan "TAA”. Kahdeksasosanuotti luetaan puolestaan "TI”. (Niemela, 2015, s. 39.)
Talloin tahti, joka sisaltaa alkuun kaksi neljasosanuottia, sitten kaksi kahdeksas-
osanuottia ja lopuksi viela yhden neljasosanuotin, luetaan "TAA-TAA-TI-TI-TAA”.

Rytmeja harjoitellessa voi luokan ja ryhman kanssa sopia, etta esimerkiksi neljas-
osanuotti taputetaan kasin, kahdeksasosanuotti rintakehaan ja puolinuotti reisille.

138



KORHONEN (2022)

Niin laskemiseen saadaan keho mukaan monipuolisemmin. (Fagerlund, 2020, s. 25.)
Lisaksi aaneen laskeminen tehostaa rytmin sisiaistamista ja pienemmille luvut tulevat
samalla tutummaksi. Kayttamalla eri tahtilajeja saadaan variaatioita laskemiseen ja
aiheen ymmarrysta syvennettya.

Rytmia, tahtilajeja ja rytmitajua voi harjoitella myos kaikuharjoituksena. Tassa
opettaja taputtaa ensin yksin jonkun rytmin, johon oppilaat vastaavat kaikuna. Kun
rytmit sujuvat opettajajohtoisesti, voivat oppilaat tehda kaikuharjoituksen pareittain.
Toinen parista luo rytmin, johon pari kaikuna vastaa. Nain oppilaat paasevat itse kayt-
tamaan luovuuttaan. (Musiikkimatka.fi, 2022.) Lisaksi omien savellysten ja rytmien
tekeminen kehittaa tutkitusti lapsen ongelmanratkaisukykyd, kuten johdannossa to-
dettiin. Myohemmin, kun taputtaminen sujuu hyvin, voidaan rytmiin yhdistaa laulun
lyriikoita ja loruja, joiden avulla tuetaan myos verbaalista kehitysta ja tavuttamisen
hahmottamista (Rajala, 2016). Kehon lisaksi voidaan kayttaa itsetehtyja rytmisoitti-
mia, kuten kapuloita ja rytmimunia, jotta oppimiseen saadaan vield enemman mie-
lekkyytta. (Musiikkimatka.fi, 2022).

Sarjojen, pienimman yhteisen tekijan ja jaollisuuden alkeiden opettamiseenkin
voi hyvin kayttaa rytmia ja sitd myoten kehoa. Tahan teemaan liittyvassa harjoituk-
sessa luokka jaetaan kahteen ryhmaan. Ryhman A oppilaat taputtavat tahtilajiin % si-
ten, ettd ensimmainen tahti taputetaan reisiin, toinen rintakehaan ja kolmas kadet
vastakkain. Toinen ryhma B taputtaa tahtilajiin % niin, ettd ensimmainen taputetaan

reisiin ja toinen kadet vastakkain. Ryhmat jatkavat omien tahtiensa taputtamista jon-
kin aikaa samassa rytmissa. Talloin huomataan, etta kadet vastakkain taputukset koh-
taavat ryhman B kolmannen tahdin jalkeen ja ryhman A toisen tahdin jalkeen. Tasta
saadaan paateltya, etta lukujen kaksi ja kolme pienin yhteinen tekijd on kuusi. Ryh-
man kanssa voidaan yhdessa miettia, miksi nain tapahtuu ja mita yhteista luvulla
kaksi ja kolme talloin on. Tehtavaa voi myos tehda pareittain tai pienryhmissa erityi-
sesti silloin, jos opetettava ryhma on suuri. (Summamutikka, 2022.)

4 Nuottiviivasto ja intervallit

4.1 Nuottiviivasto

Nuottiviivaston avulla saadaan musiikkiin liitettya melodia rytmin lisaksi. Se voidaan
kasittda koordinaatistona, jossa x-akseli kuvaa ajan kulkua ja y-akseli sdavelkor-
keutta, kuten kuvassa 5 on esitetty (Shah, 2010, s. 17). Nuottiviivasto kasittaa viisi
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viivaa, jotka ovat tasaisin valimatkoin toisistaan, seka G-nuottiavaimen, joka osoittaa
koukerollaan G-savelen paikan. Lisaksi nuottiviivastolle merkitian jo aiemmin opittu
tahtilaji. Nuotteja voidaan sijoittaa niin viivojen valiin kuin viivojen paalle, kuten ku-
vassa 6. (Wright, 2009, s. 4-5.)

y
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¥

Kuva 5. Nuottiviivasto, johon on lisatty havainnollistamaan xy-koordinaatisto.
X-akseli kuvaa aikaa ja y-akseli savelkorkeutta. Ennen tahtilajia on nahtavissa G-nuottiavain.

o ¢

&
Cl1 D1 E1 F1 G1 Al H1 C2

Kuva 6. Savelet ja niiden sijoittuminen nuottiviivastolle.
Numero savelen perdssa kertoo oktaavialan.

Nuottiviivastolla olevan savelen sivelkorkeuden maarittaa sen tuottama taajuus.
On esimerkiksi sovittu, etta nuotin A1 taajuus on 440 Hz, kun sen sijainti on kuvan 7
mukaisesti keski-C:n ylapuolella. (Wright, 2009, s. 4.)

J

Kuva 7. Taajuudella 440 Hz soivan A-nuotin sijainti nuottiviivastolla.

Savelten korkeuksien eroa toisistaan kutsutaan intervalleiksi, joista yleisin lienee
oktaavi. Oktaavilla tarkoittaa kaksinkertaista taajuuseroa savelkorkeuksissa. Taajuu-

den yksikko on hertsi (Hz) eli Sekllmti. Ylla mainittiin nuotin A1 taajuudeksi 440 Hz,

jolloin oktaavia ylempana olevan A2 nuotin taajuus on 2 - 440 Hz = 880 Hz. Toisaalta
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oktaavia alempana olevan A:n taajuus on % - 440 Hz = 220 Hz. Tarkeaa huomata, etta

intervallien ero on nimenomaan taajuuksien suhteessa, ei erotuksessa. Kahden taa-
juuden f; ja f, suhde r saadaan laskettua kaavalla r = % (Wright, 20009, s. 45—46.)
2

Yksi oktaavi on jaettu 12 puolisdvelaskeleeseen. Tama on havaittavissa selkeim-
min pianon koskettimista, kun lasketaan esimerkiksi kahden C:n vilissa olevat val-
keat ja mustat painikkeet, kuten kuvassa 8.

i s el |

Kuva 8. Pianon koskettimet, soinnut seka oktaavi, joka on jaettu 12 puolisdvelaskeleeseen.
Merkinta # tarkoittaa puolisdavelaskeleen korotusta nuottiin.

Taman tiedon avulla saadaan laskettua muiden savelten taajuudet. Oletetaan nyt
yhden puolisavelen vilisen taajuussuhteen olevan r. Lisdksi tiedetaan, etta oktaavin
paadssa toisistaan olevan soinnun taajuuksien valinen suhde on 2. Koska oktaavin va-

1
lissd puolisivelid on 12, saadaan muodostettua kaava r'? = 2, jolloin r = '3/2 = 21,
Niin on ratkaistu suhdeluvun yhden puolisiavelen vilille. Talloin x maaralle puoli-

1 X
savelid saadaan suhde (212)* = 21z, Tata kutsutaan tasavireiseksi asteikoksi. Tasavi-

reista asteikkoa kaytetdan muun muassa pianon virittamiseen. (Wright, 2009, s. 47.)
1

Voidaan laskea esimerkiksi neljan puolisavelen vialin suhde, joka on 2% =23 =
1,25992. Esimerkiksi nuotin A1 taajuuden ollessa 440 Hz, on neljan puolisavelen
paassa korkeammalla olevan nuotin C#2 taajuus 440 Hz-1,25992 = 554,365 Hz.
Alempien taajuuksien laskemiseen patee sama kaava. Mikali lasketaan neljan puo-
lisavelen paassa matalammalla olevan nuotin taajuutta, vaihdetaan x:n tilalle -4, eli

4 1
271z = 273 = 0,793701. Talloin nuotin F1 taajuus on 440 Hz - 0,793701 = 349,228 Hz.
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Tastad asiasta on mahdollista luoda vanhemmille oppijoille soveltavia tehtavia. Esi-
merkiksi oppilaille voidaan nayttaa nuottiviivastolta jokin sointu ja pyytaa heita las-
kemaan timan taajuus, kun tiedetaan vaikkapa A1-nuotin taajuuden olevan 440 Hz.
Lisaksi yhtaloa voidaan kayttaa myos toiseen suuntaan, jolloin tehtdvanannossa voi-
daan antaa valmiiksi jokin taajuus ja oppilaan tulee laskea, mika nuotti on kyseessa.
Myos yhteisena tutkimuksena voidaan johtaa ylla oleva kaava, jonka avulla saadaan
laskettua puolisavelten valisia taajuuseroja.

4.2 Intervallit logaritmeissa seka lukujonoissa

Intervalleista saa logaritmeihin liittyvia harjoitteita muokkaamalla potenssilaskut
kaanteiseksi. Lisaksi logaritmien oppimisen ymmartamiseen voidaan kayttaa savel-
ten taajuuksien suhteita. Kuten aiemmin mainittiin, savelpareilla, joilla on sama in-
tervalli, on myos sama taajuuksien valinen suhde. Talloin esimerkiksi savelen A ok-
taavien taajuuksille patee j—j = %. Nyt hyodyntamalla logaritmien laskusaantoja, saa-

daan log, A, —log, A; = log, A, — log, A3, eli logaritmisella skaalalla oktaavien taa-
juudet sijoittuvat tasmalleen samalle etaisyydelle toisistaan. Tata havainnoi kuva 9.
(Wright, 20009, s. 55—56.)

Tasta saadaan hyva yhteys myos lukujonoihin. Nyt intervallien ollessa taajuuksien
suhteita, huomataan, ettd saman intervallin paassa toisistaan olevien taajuuksien
muodostavan geometrisen jonon. Eli esimerkiksi oktaavit muodostavat geometrisen
jonon, jossa jonon jasenen suhde edelliseen on kaksinkertainen. Kun intervallit muu-
tetaan logaritmiselle skaalalle, saadaan aikaan aritmeettinen lukujono, jossa perak-
kaisten jonon jasenten erotus on aina vakio. (Vatanen, 2015, s. 17, 21.)

OHz 110Hz 220Hz 440 Hz
| | | |
| I | |
log,, 110 log, 220 log,o 440
~ 2,041 A 2,342 ~ 2,643

Kuva 9. Ylemmalla suoralla sdvelen A oktaavien taajuudet ja
alemmalla suoralla samojen taajuuksien 10-kantaiset logaritmit.
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4.3 Yleisimmat intervallit

Kahden eri savelen valista korkeuksien eroa siis kutsutaan intervalliksi. Ehka tunne-
tuimman intervallin, oktaavin, kasite kaytiin tarkemmin edellisessa alaluvussa. Sen
lisaksi muita tavallisia intervalleja ovat priimi, sekunti, terssi, kvartti, kvintti, seksti
ja septimi. Naista intervalleista esimerkit ovat nahtavissa taulukossa 1. Priimia, kvart-
tia, kvinttia ja oktaavia kutsutaan puhtaiksi intervalleiksi, kun taas sekunti, terssi,
seksti ja septimi ovat suuria intervalleja. (Wright, 2009, s. 6.)

Taulukko 1. Intervallit seka niille esimerkkisavelvali.

Intervalli Esimerkkisavelvili
Priimi Ci-Ca
Sekunti C1-D1
Terssi Cl-E1
Kvartti Cil-F1
Kvintti C1-G1
Seksti C1-A1
Septimi C1-H1
Oktaavi C1-C2

Vahennetyt intervallit ovat sivelaskelmiltaan suppeampia kuin puhtaat tai pienet
intervallit. Eli esimerkiksi vahennetty kvintti sisaltaa kuusi puolisavelta, kuten valin
H-F, kun puhdas kvintti sisaltaa seitseman, kuten vali C-G. (Opipistenuotteja.fi.).

Pienet intervallit ovat yhden puolisavelen suppeampia kuin suuret. Talloin esi-
merkiksi pieni sekunti on vali E-F, sisidltaen yhden puolisavelen, kun taas suuri se-
kunti on vali G-A, joka sisaltaa kaksi puolisavelta. Ylinousevat intervallit ovat yhden
puolisavelen laajempia kuin puhtaat tai suuret intervallit. Talloin vali C-G# on esi-
merkiksi ylinouseva kvintti, eli sisaltaa kahdeksan puolisavelta. (Opipistenuotteja.fi.).

Intervallien maaritelmien avulla oppilaille voidaan muodostaa haastavampia sa-
nallisia laskutehtavia, joilla kehitetaan myos luetun ymmartamista. Esimerkiksi teh-
tavassa voidaan antaa esitietona H-savelen taajuus, puhtaan kvintin maaritelma ja
tiedustella talta pohjalta tasavireisesti viritetyn pianon antamaa taajuutta siavelesta,
joka on puhtaan kvintin paissa annetusta H-savelesta.
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5 Kielen varahtely

Pythagoras, joka on varmaan useammalle tuttu suorakulmaisten kolmioiden kautta,
tutki aikanaan paljon myos kielten varahtelya seka nain aikaan saatuja taajuuden
muutoksia. Hin huomasi, etta soittimen kielen pituuden puolittamalla saadaan nos-
tettua sen savelkorkeus oktaavilla ylemmas. Tasta saatiin johdettua teoria, jonka mu-
kaan kielen taajuus on kddntden verrannollinen sen pituuteen, eli f « % Talloin taa-

juuden f ja kielen pituuden [ suhde saadaan ilmaistua yhtalolla f = %, missa k on jokin

positiivinen vakio. Tama ilmio huomataan parhaiten kielisoittimissa, kuten viulussa,
jossa soittaja painaa kielen otelautaa vasten ja saa nain aikaan eri taajuuksista savelta
muuttamalla kielen pituutta. (Wright, 20009, s. 50.)

Tasta johtamalla voidaan muodostaa kaava, jonka avulla saadaan laskettua kohta,
josta kielta tulee painaa, jotta saadaan muodostettua esimerkiksi suuri terssi. Talloin,
jos kielen pituus on [, niin muuttamalla kielen pituutta saadaan uudeksi pituudeksi
ql, missa g on jokin positiivinen kerroin. Nain ollen laskemalla taajuuksien suhteet,

saadaanr = L2 _

1

= é = é,jolloin q= % = r~1, (Wright, 2009, ss. 50—51.)

~|w|ﬂ|w

Hyodyntamalla aiempia tuloksia, tiedetaan, etta suuren terssin taajuuden suhde

4 1 1
r = 212 = 23, jolloin q = (23)7! = 0,8. Talloin halutessamme soittaa suuren terssin
taytyy sormi asettaa otelaudalle niin, etta alkuperaisesta kielen pituudesta soi g.

Tata on helppo havainnoida oppilaiden kanssa, jolloin opetukseen ja laskuihin
saadaan konkreettisuutta. Havainnointi voidaan suorittaa mittaamalla esimerkiksi
kitaran E-kielen pituus, jonka jalkeen lasketaan haluttu uusi pituus. Kuvassa 10 niah-
daan, etta kitaran paksun E-kielen pituus on 66 cm. Jos halutaan 1oytaa suuri terssi
suhteessa vapaasti soivaan E-kieleen, tehdiaan laskutoimitus 66 cm - g = 52,8 cm. Ku-

vasta 10 huomataan, ettd 52,8 cm kohdalla on neljas otenauha. Siis painamalla sor-
mella neljatta valia soi kitaran E-kielesta 52,8 cm pituinen osa ja saadaan G#-savel.
Oppilaiden kanssa voidaan soittaa vield vapaata E-kielta ja uuden pituuden tuottamaa
taajuutta, eli G#-savelta. Verrokkina voi tuottaa vastaavat savelet vaikkapa pianolla.

1 8 3 4 5 & 7] 8 9

{
Kuva 10. Kitaran kaula ja kielien pituudet.
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Pienempien oppijoiden kanssa taajuuksia ja savelkorkeuksien suhteita voi tutkia
tekemalla yhdessa omat soittimet vedella taytettyjen juomalasien tai pullojen avulla.
(ks. Ellington NHS, 2020). Kaatamalla eri maaria vetta samanlaisiin laseihin, ja na-
pauttamalla niita lusikalla, saadaan aikaan eri taajuuksia. Tassa tapauksessa mita
enemman vetta laseissa on, sitd matalampi taajuus saadaan aikaan, silla talloin lasi
varahtelee hitaammin. Laseihin voi halutessaan lisata variainetta, jolloin se voi auttaa
joitain oppilaita hahmottamaan vesimaarat viela paremmin. Lisdksi laseja voi kokeilla
napauttaa eri materiaalista tehdyilla esineilla, kuten metallilusikalla, muovilusikalla
ja puisella kapulalla. Oppilaat voivat ndin mukavalla tavalla tehda omaa musiikkia, ja
samalla oppia taajuuksien alkeita seka mittaamista ja maaria. (How to Make Science
Projects for Kids, 2013.)

Toinen vastaava tapa tehda musiikkia helposti, seka tutkia samalla aanentaajuuk-
sien eroja, on kayttaa pulloja tai koeputkia ja puhaltaa niihin (Oppimateriaalikeskus
OPIKE, 2012, s. 16). Talloin savel syntyy pulloon muodostuvan ilmapatsaan kautta.
Tyhja pullo synnyttaa matalan aanen, kun taas vetta lisiamalla aanen taajuutta saa-
daan nostettua (Science World, 2022). Oppilaille voi antaa tehtiavaksi tehda ryhmissa
pullosoittimet siten, etta pulloihin lisataan tasaisin suhtein vetta. Esimerkiksi viiteen
pulloon niin, ettd nesteiden suhteelliset maarat ovat %, g,..., % Nain soitinten tekoon

saadaan mukaan mittaamista seka laskemista.

Pulloon puhaltamisen ohella vastaavaan ilmioon perustuu myos viivaimen ram-
pyttely poytaa vasten; mita pidempi osa viivaimesta on rampytettavana, ja siten mita
lyhyempi osa poytaa vasten, sita matalampi on muodostuva taajuus (Oppimateriaali-
keskus OPIKE, 2012, s. 13). Vanhemmille tai musikaalisesti taitaville oppijoille har-
joitteita voidaan eriyttaa ylospain pyytamalla heita itsenaisesti tai pienryhmissa ra-
kentamaan jokin tuttu melodia, kuten *Tuiki, tuiki tahtonen” tai muu vastaava.

6 Adniaalloista

Savel, ja 4ani yleensa, on ilmassa etenevaa aaltoliiketta (Apiola, 2015). Tyypillisin
funktio, joka kuvaa aaniaaltoa, on y = Asin(2n(ft + ¢)). Funktiossa A on aallon amp-
litudi, joka vastaa danen kovuutta, f on taajuus, joka kuvaa aanen korkeutta, ¢ kuvaa
aallon vaihetta ajassa t = 0 ja t kuvastaa aikaa. (Naiman.) Esimerkiksi 440 Hz taajuu-
della varahteleva siavel A saadaan ilmaistua funktiolla y = sin(2m - 440t), josta ku-
vaaja on esitetty kuvassa 11. Mikali taajuutta korotettaisiin, niin talloin jakson aika
pienenee ja aaltoliike tihenee. (Rogness, 2022.)
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Kuva 11. Savelen A (440 Hz) aaltoliiketta.

Kun savelia soitetaan yhta aikaa, summataan savelten funktiot yhteen. Talloin esi-
merkiksi savelten A, C# ja E muodostaman A-duurisoinnun aaltofunktio yhdistettyna
olisi y = sin(2m - 440t) + sin(2m - 554,36t) + sin(2m - 659,25t). Tasta loytyy kuvaaja
kuvasta 12. Yhdistetyn kuvaajan aaltoliike on selvasti monimutkaisempi, mutta silti
siind on nahtavissa tietty kaavamaisuus. Kuvassa 13 nahdaan kaikki kolme aaltoa
erikseen ja lisaksi niiden summa katkoviivalla. (Rogness, 2022.)

ATAVATAT

00005 0.001 onms 0002 00025 0003 00035 0004 00045 0005 00055 0.006 nos 0.007 00075 0003 | 0.0085 f.003 00095 001 \00105 f0011 00115 0012 00125

b -

Kuva 12. Sévelet A, C# ja E eli A-duuri yhdistettyna summatuksi aaltofunktioksi.

Kuva 13. Savelten A, C# ja E tuottamat aaltofunktiot sekd naiden summafunktio katkoviivalla.
Kuva havainnollistaa aaltojen konkreettisen summautumisen.
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Aé#niaaltoja voidaan tutkia oppilaiden kanssa dénittdmalli erilaisista soittimista ja
tavaroista lahtevia aania. Tahan voi kayttaa esimerkkina aiemmin mainittuja vesila-
seja, pulloja ja viivaimia seka koululta 16ytyvia soittimia. Lisdksi oppijoiden kanssa
voi Adnittdd heidin omaa puhe- tai lauludintiin. Ainittdessd kannattaa soittimia
soittaa eri voimakkuudella ja eri korkeuksilla. Esimerkiksi pianoa soittaessa voi ko-
keilla soittaa yhta savelta ja sen jalkeen useampaa savelta yhta aikaa. Taman jalkeen
oppilaat voivat tutkia pareittain tai pienryhmissa tuottamiansa dianiaaltoja ja niiden
eroja. Mika ero daniaalloilla on soitettaessa eri voimakkuuksilla? Mita eroja 1oytyy eri
taajuuksilla soitetuista tai eri soittimilla Aanitetyista d4aniaalloista? Tama kehittaa ku-
vaajien tulkintaa ja auttaa ymmartamaan aaltofunktioita. Lisdksi tutkimukseen on
myos sovellettavissa laskutehtavia, kuten aanitettavan aallon taajuuden laskemista.
A#nitysti varten on saatavilla ilmaisia sovelluksia, kuten Audacity Windowsille.

Kuvassa 14 on aanitetty kitaralla kolme raitaa, joissa on selvasti huomattavissa
taajuuksien valinen ero. Tutkitaan sen tilannetta hieman tarkemmin. Matalammalla
taajuudella aanitetyn ylimman raidan ensimmainen huippu on noin 0,0090 sekunnin
kohdalla, kun taas korkeammalla taajuudella aanitetyn keskimmaisen raidan ensim-
mainen huippu on noin 0,0045 sekunnin kohdalla. Tama siis tarkoittaa, etta keskim-
maisella raidalla savel soi kaksinkertaisella taajuudella verrattuna ylimpaan raitaan.
Naiden jaksonpituuksien avulla saadaan laskettua taajuudet f; = 2 !

T~ 0009s
111 Hzja f, = ~ 222 Hz.

0,0045s

0,000 0,010 0,020 0,030 0,040 0,050 0,060
. ! " 1 " | L L . L . L

Adniraita #1

i—
Aaniraita #1

Adniraita #1

-05
-1,0

Kuva 14. Audacitylla danitettyna kolme kitararaitaa. Ylimmassa raidassa soi noin 110 Hz taajuudella A-
savel, keskimmaisessa noin 220 Hz taajuudella A-sdvel ja alimmassa raidassa sointuna A-duuri,
eli vastaavat soinnut kuin kuvassa 12, mutta eri taajuuksilla.
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Lisaksi yhden raidan sisidltd voidaan havaita danenvoimakkuuden laskeminen
huippujen pienemisena. Alimman raidan kohdalla on selkeasti havaittavissa moni-
mutkaisempaa aaltoliikettd, joka johtuu siita, etta talloin kolmen eri savelen aallot yh-
distyvit. Adnitettiessd on hyvi ottaa huomioon, etti aallot eivit ole niin puhtaita miti
teoreettisesti, silla danitettaessa aaltoon tulee mukaan paljon pienia hairiotekijoita,
kuten mikrofonin laatu ja taustahaly.

7 Yhteenveto

Musiikin integroiminen matematiikan opetukseen tapahtuu hyvin luonnollisella ta-
valla, silla musiikin teoria pohjautuu hyvin vahvasti matematiikkaan. Taman integ-
raation avulla matematiikan tunteihin saa mukaan konkretiaa; esimerkiksi tutkimalla
aanta siniaaltoihin tutustuessa tai hyodyntamalla nuottien aika-arvoja, tahteja ja tah-
tilajeja murtolukujen ja niiden laskutoimituksien oppimisen tukena. Parhaillaan mu-
siikki tarjoaa mahdollisuuden matematiikan teoriaan tutustumiseen oppilaiden oma-
kohtaisen tutkimuksen kautta. Tutkimusten kautta uuden asian teorialle saadaan
muodostettua hyva perusta ja lisattya myos motivaatiota, tukien siis innostavaa ja op-
pijalahtoista matematiikan opetusta.

Toki musiikki tai sen tuottaminen itse ei valttamatta motivoi kaikkia oppijoita sa-
malla tavalla, mutta musiikillisen elementin tuominen matematiikan oppitunnille tuo
vaihtelua perinteisten oppituntien keskelle. Musiikki voi my0s antaa matematiikkaan
erilaisen nakokulman. Sen sijaan, ettd matematiikka olisi merkityksettomia nume-
roita, kirjaimia ja symboleita, voi musiikki auttaa ymmartamaan paremmin naiden
tarkoituksen. Tasta hyvana esimerkkina on toiminnallisuus, jota musiikin kautta saa-
daan lisattya matematiikan oppitunneille; esimerkiksi eri kehonosiin taputettavan
rytmin kautta paastaan kasiksi muun muassa lukujen jaollisuuteen tai tanssin ja lau-
lun lyriikoiden kautta voidaan pienemmille oppijoille tuoda tutuksi numeroita. Mah-
dollisuuksia ja variaatioita on lahes lukemattomia. Todettakoon siis yhteenvetona,
ettd nama ja muut musiikin tuomat hyotyvaikutukset, esimerkiksi aivotoiminnalle,
antavat perusteita sen mukana kuljettamiseksi 1api oppijan elaman varhaiskasvatuk-
sesta lukiokoulutukseen — kuten musiikki usein kulkee muutenkin arjessa muka-
namme aina vauvasta vaariin.
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