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Tiivistelma: Arvioinnin painopistetta aina alkuopetuksesta lukioon asti on siirretty
opetussuunnitelmien kehittdmistyon myota lopputuloksen arvioinnista koko oppi-
misprosessin arviointiin eli formatiiviseen arviointiin. Muutos selittyy formatiivisen
arvioinnin hyodyill3; silla on ndhty olevan monia oppimista tukevia vaikutuksia. Eri-
tyisesti matematiikan nakokulmasta formatiivisen arvioinnin on havaittu tukevan
tarkeita taitoja, kuten ajattelun taitojen syventamista ja oman toiminnan kriittista
tarkastelua. Formatiivista arviointia voi toteuttaa monin eri keinoin, mutta opettajat
ovat kuitenkin usein kokeneet sen toteuttamisen haasteelliseksi kiaytdnnon opetus-
tyossaan. Tassa artikkelissa nivotaan yhteen, mita itsearviointi voisi tarkoittaa kou-
lupolun eri vaiheissa. Esittelemme, miten itsearviointia voidaan toteuttaa; tarkaste-
lumme perusteella alkuopetuksessa keskitytdaan vield itsearvioinnin perustaan eli ref-
lektiotaitoon, kun lukiossa syvennytaan kognitiivisesti haastavampien asioiden aa-
relle, kuten oman toiminnan, ratkaisustrategioiden ja oppimisen tarkasteluun.

Avainsanat: formatiivinen arviointi, matematiikka, alkuopetus, lukio
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1 Arviointimuutosten pyorteissa

Yksi oppimista merkittavimmin ohjaava ja edistava tekija on arviointi (Hodgson &
Pang, 2012). Siita syysta opettajat ja arvioinnin kehittijat ovat suunnanneet huomi-
onsa yha enenevissa maarin sithen, minkalaisia tavoitteita oppimiselle asetetaan ja
miten tavoitteiden saavuttamista voidaan tarkastella. Matematiikan tavoitteissa ko-
rostuu oppijan kognitiivisten taitojen kehittiminen niin perusopetuksen (2014) kuin
lukion (2019) opetussuunnitelmissa. Tavoitteena on, etta oppija kykenee keskustele-
maan matematiikasta, perustelemaan vaitteitd, hyodyntamaan erilaisia ratkaisustra-
tegioita seka ymmartamaan, mita han tekee ja miksi nain tekee. Yhteenvetona voi to-
deta, etta matematiikan opetuksen tarkoituksena on kehittaa oppijan matemaattista
ajatteluprosessia. Tata varten oppija tarvitsee sellaista arviointia, joka tukee hanta sy-
ventamaan ajattelun taitojaan.

Oppimisen ja osaamisen arvioinnissa on tehty kehittamistyota peruskoulu- ja lu-
kio-opetuksen saralla. Opetushallitus on muun muassa uusinut perusopetuksen
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opetussuunnitelman perusteiden arviointia koskevan luvun. Uusitussa arviointilu-
vussa oppimista ohjaava ja edistava arviointi on korostunut (Opetushallitus, 2020).
Tarkoituksena on tukea oppilaiden taitoja tarkastella oppimisprosessiaan kokonai-
suutena, ei vain sen lopputulosta. Tavoitteena on, ettid oppilas ottaa askelittain vas-
tuuta omasta oppimisestaan ja sen ohjaamisesta kohti asetettuja tavoitteita. Vastaa-
vasti uudistuneessa lukion opetussuunnitelmassa (2019) oppimisen lopputuloksen eli
summatiivisen arvioinnin rinnalla korostuu oppimisprosessin aikainen ohjaava eli
formatiivinen arviointi. Nykyisin matematiikan kannalta arviointi tulisikin nahda
enemman matemaattisen ajatteluprosessin osana kuin ajatteluprosessin onnistu-
mista mittaavana toimintona (Eronen, 2019). Kokonaisuudessaan arvioinnin paino-
tus on siirretty oppimisprosesseja tukevaan formatiiviseen arviointiin niin perusope-
tuksessa kuin lukiossakin.

Matematiikan formatiivista arviointia voidaan toteuttaa usein tavoin. Tassa artik-
kelissa rajaamme tarkastelun muutamaan itsearvioinnin toteuttamisen tapaan, jotka
ottavat huomioon niin alkuopetusikaisen kuin lukiolaisen erityispiirteet. Artikkelissa
ensin kasittelemme matematiikan formatiivista arviointia yleisesti, jonka jalleen kes-
kitymme tarkastelemaan ensin itsearviointia ja mychemmin siina tarvittavien taito-
jen tukemista. Taman jalkeen kuvaamme alkuopetusikaisten reflektiota kasittelevaa
tutkimustamme. Lopuksi tarjoamme lukion formatiiviseen arviointiin vaihtoehtoisen
lahestymistavan Zimmermanin nakemyksia mukaillen.

2 Matematiikan formatiivinen arviointi

Formatiivinen arviointi kohdentuu nimenomaan oppimisprosessin aikaisiin toimiin
(Black & Wiliam, 2009). Sita voidaan toteuttaa useilla eri menetelmilla, mutta keski-
tymme tassa artikkelissa nimenomaan itsearviointiin ja siina tarvittaviin taitoihin.
Syy tehdylle rajaukselle on yksinkertainen; tutkimusten mukaan itsearviointi kehittaa
monia matemaatikolle tarkeita taitoja, kuten taitoa tarkastella omaa toimintaa kriit-
tisesti (Dubinsky & Wilson, 2013; Fuchs ym., 2003; Reinholz, 2016). Arvioinnin na-
kokulmasta oppijan toteuttamalla itsearvioinnilla viitataan prosessiin, jossa oppija
tarkastelee perustellen opiskeluaan ja oppimistaan havaitakseen niissa niin vahvuuk-
sia kuin kehittimisen tarpeita (Andrade & Valtcheva, 2009).

Itsensa arviointi tukee oppimista monin keinoin (esim. Clark, 2012; Lew ym.,
2010). Arvioinnin tutkija Clark (2012) huomauttaa, etta itsearviointia harjoitellessa
oppija oppii sadtelemadan oppimistaan ja arvioimaan saavuttamiaan tuloksia suh-
teessa asetettuihin tavoitteisiin. Clark tarkentaa, etta nama taidot johtavat vuorostaan
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itseohjautuvaan opiskeluun, jossa oppija maarittaa oppimisensa tarpeet seka kontrol-
loi tavoitteiden toteutumista. Clarkin (2012) mukaan itsedan arvioidessa yksilo oppii
nimeamaan saavutettavia tavoitteita, joiden tavoittaminen lisda motivaatiota. Vas-
taavasti tavoitteita saavuttaessa oppijan itseluottamus kasvaa, silla han osaa tunnis-
taa omaan oppimiseensa liittyvia vahvuuksia ja kehittamiskohteita (Clark, 2012).

Matematiikan nakokulmasta itsearvioinnin anti kietoutuu reflektiotaidon ympa-
rille. Itsearviointi ja reflektio ovat vuorovaikutteisia taitoja; itsearvioinnin harjoitte-
leminen kehittaa reflektiota, mutta toisaalta reflektiota tarvitaan onnistuneen itsear-
vioinnin toteutumiseen (Andrade & Valtcheva, 2009). Itsensi arvioiminen ja reflek-
toiminen yhdessa tukevat myos matematiikan opetuksen tavoitetta kehittaa oppijan
matemaattista ajatteluprosessia (Opetushallitus, 2014, 2019).

Reflektio keskittyy matemaattisen ajattelun kypsymiseen ja ongelmanratkaisutai-
tojen kehittymiseen (Reinholz, 2016). Ongelmien ratkaiseminen on paitsi merkityk-
sellinen taito matematiikassa, myos laajemminkin elaméassa. Tutkija tarkentaa, etta
reflektiotaidon kehittyminen vaikuttaa myonteisesti ongelmanratkaisutaitoon, silla
ongelmanratkaisuprosessi sisialtia monia reflektiota vaativia toimintoja (Reinholz,
2016). Reflektion myo6ta vahvistuu myos matematiikan kannalta tarkea taito tarkas-
tella omaa toimintaa kriittisesti, mika edistaa kontekstin huomioivien ja tarkoituk-
senmukaisten ratkaisustrategioiden valitsemista seka niiden kayttamista kasiteltavan
ongelman ratkaisemiseksi (Fuchs ym., 2003). Tallainen menettelytapa auttaa oppijaa
ymmartamaan ja ohjaamaan omaa kognitiivista toimintaa (Kramarski ym., 2010).

2.1 Itsearviointi osana formatiivista arviointia

Perusopetuksen nykyisessa arviointikaytannossa oppilaita ohjataan arvioimaan itse-
aan koulun aloittamisesta alkaen. Kuitenkin onnistunut itsearviointi vaatii niin har-
joittelua kuin itsearviointitaitojen kehittamista. Tiedetaan, etta itsearviointitaidot ra-
kentuvat reflektiolle (Clara, 2015; Donham, 2010). Siten perusteltua on aloittaa oppi-
joiden itsearviointitaitojen kehittaminen reflektiosta. Reflektiolla tarkoitetaan tie-
toista ajatteluprosessia, joka kohdistuu omien tunteiden, ajatusten ja kokemusten tar-
kastelulle (Clara, 2015). Taito reflektoida kehittyy useiden vaiheiden kautta, mutta
tutkimuksemme on osoittanut harjoittelun aloittamisen perustelluksi juuri omien
tunteiden tunnistamisesta ja sanoittamisesta (Eronen & Toikka, 2021).
Nikemyksemme mukaan matematiikkaa kasittelevat aihealueet soveltuvat hyvin
reflektion harjoitteluun useasta syysta. Ensinnakin tunteiden tarkastelu on luonteva
osa matematiikan opiskelua, silla tunteiden merkitys osana matematiikan opiskelua
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ja erityisesti ongelmanratkaisua on tunnistettu (Hannula, 2015). Toisekseen tutki-
muksista tiedetaan, etta reflektion harjoittelu on suositeltavaa aloittaa aiheesta, josta
oppijalla on ennestian runsaasti kokemuksia (Reinholz, 2016). Taten matematiikka
luo hedelmallisia mahdollisuuksia omien tunteiden, ajatusten ja kokemusten reflek-
toinnille.

Itsearviointitaitojen kehittaminen on pitka prosessi, joten on erityisen tarkeia
aloittaa kehittamisprosessi viimeistaan perusopetuksen ensimmaisilla luokilla (Kear-
ney, 2013). Taten opettajan tehtava itsearviointitaitojen harjoittamisen mahdollista-
jana korostuu. Harjoittelussa tulisi huomioida erityisesti kaksi tekijaa: harjoittelun
systemaattisuus (Alaoutinen, 2012) ja oppijan kehitystaso (Goswami & Bryant, 2007).
Erityisesti koulupolun alussa olevat oppijat tarvitsevat usein tukea itsearvioinnin har-
joittelun aikana.

2.2 Itsearviointitaitojen tukeminen

Itsearviointitaitojen tukemisen lahtokohtana on oppijan kehitystaso. Usein taitojen
harjaannuttaminen aloitetaan reflektiosta, silla esimerkiksi jo tunteiden tunnistami-
nen ja sanoittaminen voi olla oppilaille haastavaa. Tunteiden sanoittaminen on kui-
tenkin ensiarvoista, koska muuten oppilaan mielen sisaiset tapahtumat ovat ulkopuo-
liselle tulkitsijalle epaselvia ja oppilaalle itselleen haastavia ymmartaa (Goswami &
Bryant, 2007).

Oppilas saattaa tarvita reflektiota harjoitellessaan niin opettajan lasnaoloa kuin
konkretiaa tunteiden tunnistus- ja kielentamisprosessin apuna. Konkretiana voi toi-
mia tarinallisuus (Fleer, 2011) ja mielikuvitus (Duffy, 2009). Duffy (2009) luonnehtii
mielikuvituksellisuutta luontaiseksi itseilmaisun keinoksi. Lisaksi tarinoiden kuun-
teleminen ja kertominen on usein pienille oppijoille miellyttava toiminnan muoto
(Fleer, 2011). Erityisesti pienten oppijoiden kohdalla on tarkeaa hyodyntaa konkreet-
tista valinetta, kuten Arviointimaata (kuva 1), reflektiotilanteessa apuna.
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ARVIOINTIMAA

Kuva 1. Arviointimaa © Eero Karvonen / Sharp Dis-Chord

Arviointimaa on mielikuvitusmaailmaan sijoittuva, suurikokoinen kuva. Se on tar-
koitettu herattamaan ja kuvastamaan erilaisia tunteita ja auttamaan niiden ilmaise-
misessa. Arviointimaata kaytettdessa oppilas sijoittaa itsensid Arviointimaan kuva-
maailmaan pienten siirrettavien merkkien avulla ja kertoo samalla tunteistaan, koke-
muksistaan ja ajatuksistaan. Opettaja on tilanteessa lasna ja voi tarvittaessa esittaa
oppilaalle ohjaavia kysymyksia. Arviointimaan konkreettisuus ja kuvan mielikuvi-
tusta ruokkiva yksityiskohtaisuus voivat tukea oppilaiden taitoa kasitella abstrakteja
ilmioita, kuten tunteita.

3 Alkuoppilaat reflektoimassa

Tassa luvussa perehdymme alkuopetusikaisten taitoon reflektoida perustuen jo jul-
kaistuun tutkimukseemme (Eronen & Toikka, 2021). Tarkastelimme eraan itasuoma-
laisen koulun alkuopetusikiisten oppilaiden taitoa reflektoida vuoden 2019 alussa.
Luokassa oli yhteensa 23 oppilasta, joista kymmenen oli ensimmaisen vuosiluokan
oppilasta ja vastaavasti kolmetoista toisen vuosiluokan oppilasta.

Toteutimme vuorovaikutustilanteen, joka muodostui ongelmaratkaisutehtavan
ratkaisemisesta ja sen jalkeisesta haastattelusta. Ongelmanratkaisutehtavassa
vaadittiin yhteen- ja vahennyslaskutaitoja (ks. kuva 2). Aikarajoitetta tehtavin
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ratkaisemiselle ei asetettu, vaan oppilaat kayttivat ongelmanratkaisutehtavan pohti-
miseen tarvitsemansa ajan. Tehtavaa ratkaistessaan heita rohkaistiin kertomaan aa-
neen ajatuksistaan ja mahdollisista ratkaisuvaihtoehdoistaan.
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Kuva 2. Kaytetty ongelmanratkaisutehtava (Helsingin Sanomat, 2019). Tehtavananto: Muodosta laskulau-
seke kahden kuvan muodostaman kuvasarjan perusteella seka ratkaise muodostamasi laskulauseke.

Ongelmatehtavaa seurasi puolistrukturoitu haastattelu Arviointimaata apuna
kayttaen. Oppilailla esitettiin seuraavat kysymykset:

e Kerro Arviointimaan paikkoja kayttaen, miltd askeinen ongelmanrat-
kaisu tuntui.

e Mihin matematiikan voisi Arviointimaassa sijoittaa ja miksi?

e Miltd matematiikan opiskelu tuntuu?

Tarvittaessa oppilasta pyydettiin kuvaamaan tarkemmin vastaustaan. Esimerkiksi
ongelmanratkaisun reflektoinnin yhteydessa oppilaita pyydettiin usein reflektoimaan
tunteitaan tarkemmin prosessin eri vaiheissa: prosessin alussa, prosessin tekemisen
aikana seka prosessin lopuksi.

Esittelemme seuraavaksi tarkemmin oppilaiden reflektioita ongelmanratkaisun,
matematiikan ja sen opiskelun nakokulmista.

3.1 Tuotetut reflektiot

Oppilaiden reflektioita tarkastellaan yksityiskohtaisemmin alkuperaisessa julkaisus-
samme (ks. Eronen & Toikka, 2021). Tassa artikkelissa kuvailemme ilmiota aineisto-
lainauksia kayttaen ilman sisallonanalyysin menetelmiin tukeutumista.
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Oppilaat reflektoivat ongelmanratkaisuprosessin herattamia tunteitaan tunneak-
selilla helppo—vaikea. Vaikeuden tunnetta oppilaat kuvasivat niin tehtavan alussa
(n=10) kuin sen tekemisen aikana (n=4): "Taa kuvastas [labyrintti], olin kuin labyrin-
tissa, kun ei tienny, mita piti teha” (2. luokan poika). Sen sijaan helppouden tunnetta
oppilaat kuvasivat kokeneensa tehtavan ratkaisemisprosessin alussa (n=2), sen ai-
kana (n=3) ja lopuksi (n=5), kuten 1. luokan tytto kuvaa: "Hmm... no missahan se
ukkeli on... Tossa! Taalla niinku hammentyneena, miten helppo se tehtiva minusta
oli”.

Mielenkiintoista on, etta seitseman oppilasta kuvasi ongelmanratkaisun aikana
kokemiaan tunteita prosessin muodossa. He kuvailivat, kuinka kokivat ongelman rat-
kaisemisen aluksi vaikeuksia, mutta etenivat kohti helppouden tunnetta: "Olin tas la-
byrintissa, koska tuntu nii vaikeelta 60... Se ol aika vaikee... Mun tavotteena oli paasta
tonne linnaa ja siina matkan varrella oli vaikeuksii, ku piti kiiveta tonne.” (2. luokan
tytto) Nama tunnevaihtelut kuvastavat hyvin ongelmanratkaisuprosessin luonnetta,
johon liittyy tehtavan ratkaisuprosessin aikana koetut vaikeuden tunteet, jotka pur-
kautuvat tehtavan jalkeisena tyytyvaisyytena ja koettuina hyvan olon tunteina (Han-
nula, 2015).

Ongelmanratkaisun lisaksi oppilaita pyydettiin kuvaamaan, minne matematiikan
voisi heidan mielestaan Arviointimaassa sijoittaa. Naista perusteluista havaitsimme
hyvin monenlaisia tunnereflektioita. Vastauksia voidaan tarkastella kahden tunneak-
selin avulla: helppous—vaikeus ja tylsyys—kivuus. Useat oppilaat (n=10) kuvasivat
vastauksessaan, millaisia tunteita matematiikan opiskelu herattaa. Naissa tun-
nereflektioissa korostui niin helppouden kuin vaikeuden kokemuksia: *Toi vuoren
karki, koska se tuntuu, etta joskus on tuolla alhaalla, niinku ois niinku... Nyt ei mee
iha hyvin laskut. Sit ku on taalla ylhaalla, ni sit tuntuu et menisi iha hyvin.” (2. luokan
tytto) Toisaalta matematiikkaa kuvattiin myos niin matematiikan asettamien vaati-
musten kuin omien valmiuksien kautta: "7Hmmmbh... Ehka tanne [puuhun], ku mie
pystyn menna sinne. Pystyn kuitenkin selvittaa ne tehtavat.” (1. luokan poika)

Lopuksi oppilaita pyydettiin kertomaan, milta matematiikan opiskelu tuntuu. Op-
pilaiden vastauksissa oli myoOnteisia ja kielteisia tunnekuvauksia. Myonteiset tunne-
kuvaukset sisilsivat kivan, helppouden ja rauhallisuuden tunteita. Suurin osa oppi-
laista kertoi matematiikan opiskelun olevan kivaa: "Kivalta... Missas se on? Tossa,
maenlasku! Matikan opiskelu tuntuu aina silta.” (2. luokan poika) Sen sijaan kielteiset
tunnekuvaukset kohdistuivat oppilaan epavarmuuteen omasta taidostaan ratkaista
matematiikan tehtavia: "JHmm... No toi [kysymysmerkki], koska joskus se tuntuu, on
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semmossii vaikeit tehtavii, ettei osaa, vaikka opeki neuvois.” (2. luokan tytto) Kieltei-
sia kuvauksia oli yhteensa kuusi. Edellisten lisaksi oli kaksi vastausta, joissa oppilas
kuvasi matematiikan opiskelun herattavan niin myonteisia kuin kielteisia tunteita,
kuten 1. luokkalainen tytto kuvaa: “Valilla matikka on kivaa, mutta vililla se on niin
vaikeeta, etten osaa, vaik opeki auttas.”

Reflektion harjoittelu suositellaan aloitettavaksi ilmiosta, josta oppilaalla on en-
nestaan paljon kokemusta (Reinholz, 2016). Matematiikka ja matemaattinen ongel-
manratkaisu osoittautuivat reflektiolle sopiviksi harjoittelutilanteiksi aiempien koke-
musten lisaksi siksi, ettd matematiikka herattaa oppijoissa monenlaisia tunteita. On-
gelmanratkaisutilanteella pyrittiin aktivoimaan oppilaissa tunteita, joka osaltaan teki
tunteista tietoisia ja nakyvia. Toisaalta matematiikan opiskelusta tuotetut reflektiot
sisalsivat rikkaampaa perustelua verrattuna matematiikkaan oppiaineena tai ongel-
manratkaisuprosessiin. Matematiikan opiskelusta oppilailla on runsaasti kokemusta
(Reinholz, 2016) verrattuna muihin esitettyihin kysymyksiin. Tasta syysta kysymys
nayttaisi kuvaavan paremmin oppilaan ajatuksia ja olevan muita kysymyksia hel-
pompi reflektoitava.

3.2 Arviointimaan tuki

Tiedetaan, etta reflektio on prosessina haastavaa sen abstraktiuden ja kognitiivisen
vaativuuden vuoksi (Clara, 2015). Tasta syysta reflektion harjoittelussa tulisi kiinnit-
taa erityista huomiota oppilaan tukemiseen (Goswami & Bryant, 2007). Tassa artik-
kelissa esitellyt oppilashaastattelut puoltavat tutkimustuloksia siita, etta reflektio on
haasteellista nuorille oppijoille. Alkuopetusikaisten reflektiotaito nayttaa olevan viela
vahasanaista tunteiden kuvausta. Kuitenkin omien tunteiden tunnistamista ja sanoit-
tamista varten Arviointimaa nayttaa olevan hyodyllinen valine.

Vastauksissa on havaittavissa, etta Arviointimaa innosti alkuoppilaita reflektoi-
maan, mutta se myos konkretisoi abstrakteja tunteita ja siten useissa tilanteissa tas-
mensi reflektion sisaltoa. Merkityksellista on, etta Arviointimaan konkreettisen ku-
van avulla jokainen haastateltu alkuopetusikainen oppilas pystyi havainnollistamaan
omia tunteitaan.

Mielikuvitusmaailma tarjosi henkilokohtaisen kokemuksen, jota hyodyntamalla
voi tunnistaa ja ilmaista omia tunteitaan seka siten harjoitella reflektiotaitoa. Arvi-
ointimaan mielikuvitukseen perustuva narratiivisuus lisaa harjoittelun mielekkyytta.
Kaytannossa Arviointimaa ja sen eri paikat herattivat mielikuvia, jotka muodostuivat
esimerkiksi eraan kakkosluokkalaisen kertomukseksi niin: "Olin tds labyrintissa,
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koska tuntu nii vaikeelta... Se ol aika vaikee... Mun tavoitteena oli paasta tonne linnaa
ja siind matkan varrella oli vaikeuksii, ku piti kiiveta tonne [vuori]”.

Arviointimaan lahtokohtaisena ajatuksena on ollut oppilaan maailman hyodynta-
minen reflektioiden tuottamisessa. Oppilaan maailma ajateltiin nayttaytyvan enem-
man mielikuvitusmaailmana kuin todellisena koulumaailmana. Mielikuvitusmaail-
man hyodyntamisen ajateltiin innostavan oppilaan reflektion pariin, mutta myos tu-
kevan tunteiden sanallistamista. Alkuoppilaiden vastaukset antavat viitteita siita, etta
tassa on onnistuttu. Erityisesti tunteiden kuvaaminen mielikuvitusmaailman tarjoa-
malla tuella nayttaa edesauttavan oppilaan reflektiotaidon kehittymista.

4 Arviointi matematiikan tekemisen keskeinen aktiviteetti

Seuraavaksi artikkelissa paneudutaan lukion matematiikan arviointiin, joka on perin-
teisesti nahty oppimisen lopputuloksen arviointina. Toisenlaisen nakokulman aihee-
seen tarjoaa Bernd Zimmerman (2003); kun arviointia tarkastellaankin aktiviteettina
ja prosessina, avautuu uudenlaisia mahdollisuuksia toteuttaa sita.

Matematiikan historian tutkimusta tehneen professori Zimmermannin tavoit-
teena oli ymmartaa matematiikan syntyprosessia tai oikeammin sitd, miksi matema-
tilkka on kehittynyt. Vuonna 2003 han julkaisi artikkelin matematiikan kehittymi-
seen johtaneista motivaatioista sekda kahdeksasta aktiviteetista, jotka hanen mu-
kaansa ovat vaadittu ja toisaalta riittaneet nykymuotoisen matematiikan kehittymi-
seen (kuva 3). Zimmermannin (2003) mukaan matematiikka kehittyy naiden aktivi-
teettien verkossa, ja nain ollen matematiikan monipuolinen harrastaminen edellyt-
taisikin tilanteita, joissa aktiviteetteja tulisi kaytetyksi monipuolisesti.
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Kuva 3. Matematiikan kehittymisen aktiviteettiverkko (Zimmerman, 2003)
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Yksi aktiviteettiverkon aktiviteeteista on arviointi. Arviointi on siis matematiikan
harrastamisen kannalta keskeinen aktiviteetti, joka osaltaan on ollut mahdollista-
massa nykymuotoisen matematiikan kehittymisen. Aktiviteettina se taytyy kuitenkin
ymmartaa hivenen arkimerkitystaan laajemmin: pikemmin matemaattisen ajattelu-
prosessin osana kuin ajatteluprosessin onnistumista mittaavana aktiviteettina.

Arviointi on matematiikkaharrastajalle keskeinen tulosten ja paatelmien oikeelli-
suuden arvioinnissa. Zimmermannin (2003) mukaan arvioinnin aktiviteetti pitaa si-
sallaan yhteisollisen arvottamisen ja sen, miten kautta historian erilaiset vallassa ol-
leet mahdit ovat maarittaneet suotavan matematiikan harrastamisen sisallot. Kai-
kessa laajuudessaan aktiviteetin kehittimisen tukeminen koulussa vaatii siis forma-
tiivisten arviointimuotojen lisaksi tiedon ja tietolahteiden luotettavuuden arviointia.

4.1 Arviointi lukiomatematiikan aktiviteettina

Lukiomatematiikassa arvioinnin monimuotoisuus on korostumassa. Nykyisin lukion
arvioinnissa huomioidaan aiemmin korostuneen symbolikielen rinnalla my6s muut
tavat, joilla opiskelija voi tuoda esille matemaattista ajatteluaan ja sen kehittynei-
syytta (Opetushallitus, 2019). Myos lukiomatematiikassa kaytettavat tehtavatyypit
edellyttavat matemaattisen ajattelun joustavuutta asettamalla esimerkiksi erilaiset
ratkaisumahdollisuudet vertailun kohteeksi. Tasta esimerkkina vaikkapa kevaan
2022 ylioppilaskirjoituksien tehtava 2 niin pitkan kuin lyhyen matematiikan kirjoi-
tuksissa (Ylioppilastutkintolautakunta, 2022).

Matematiikan osaamista on myos kyky arvioida ongelmanratkaisussa kaytettavien
strategioiden kirjoa ja niiden kayttokelpoisuutta erilaisissa tilanteissa. Entapa, jos lu-
kiomatematiikan opetuksessa arviointia tarkasteltaisiinkin matematiikan harjoitta-
misen aktiviteettina? Miten jarjestda oppilaille sellaisia matematiikan harrastamisen
tilanteita, joissa heidan arviointitaitonsa kehittyisivat siten, etta ne palvelisivat vah-
vasti myos matematiikan harjoittamista?

Yksi keskusteluissa esiin noussut nakokulma on ratkaistavaksi paatyvien tehta-
vien valitseminen. Opettajien kokemuksen mukaan nayttaa silta, etta varsin monesti
oppilaat ottavat tarkasteluun tehtavan numerojarjestyksessa tai sattumanvaraisesti.
Oppilaiden olisikin hyva tarkastella tehtavien tekemista siita realiteetista, ettei aika
todellisuudessa tule riittamaan kaikkien tarjolla olevien tehtavien tekemiseen, vaan
jokainen tehtava on valintatilanne: "Kun valitsen taman tehtiavan, valitsen samalla
pois joukon muita tehtavia, koska aikaresurssini on rajallinen. Miksi juuri timan
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tehtavan tekeminen on minulle tirkeaa?” Toisekseen arviointitaitoa ja samalla mate-
matiikan kirjoittamisen taitoa voi kehittaa niin sanotuilla etsi virhe -tehtdvdtyypeilla.

4.2 Etsi virhe -tehtava arviointitaidon kehittajana

Etsi virhe -tehtavatyypin tehtavissa tarkastellaan valmiiksi ratkaistua ongelmaa ja
tutkitaan paattelyn oikeellisuutta. Kuvissa 4 ja 5 on ensimmaisia timan artikkelin toi-
sen Kkirjoittajan toteuttamia etsi virhe -tehtavatyyppia jaljittelevia opetuskokeiluja.
Kuva 4 on vuodelta 1998, jolloin tehtavaa kokeiltiin neljannen luokan oppilaiden se-
kalukujen yhteen- ja vahennyslaskujen opiskelussa. Tehtavaa kaytettiin ensin oppi-
tunneilla ja myohemmin kokeessa (kuva 4), josta kaksi vastausesimerkkia (kuva 5) on
otettu. Vaikka tuolloin tehtavaa kaytettiin alakoulun opetuksessa, osoitamme tassa
artikkelissa sen hyodyn myos lukio-opetuksessa.

ERIKOISTEHTAVA

Opetimme Pertille samannimisten sckalukujen viihennyslaskua, 1

: ertillid on kuitenkin huono mu
ja valilla hin unohtaa oikean tavan laskea. Viime viikolla hiin ratk

aisi eriitin tehtiiviin niin:

Tehtivisi on muistuttaa Pertille, mikii oli oikea tapa laskea. Kerro hinclle, minki virhcen hin

ja mikd on oikea tapa ratkaista tehtiivi.

Kuva 4. Etsi virhe -tehtdva neljannen vuosiluokan kokeesta vuodelta 1998

Oppilaiden vastaukset olivat ajatuksia herattavia. Kuvan 5 vastausesimerkkeina on
kaksi vastausta, joista yhdessa oppilas kehottaa Perttia menemaan muistikurssille ja
puolestaan toisessa oppilas paneutuu varsin analyyttisesti Pertin ongelmaan. Vas-
taukset kertovat mielenkiintoisella tavalla seka etsi virhe -tehtavan tuottamasta emo-
tionaalisesta tuesta kuin toisaalta myos siitd, millainen kuva koulumatematiikasta va-
littyi 4. luokan oppilaalle ainakin vuonna 1998. Pidempi virhetta tarkasteleva vastaus
kuului oppilaalle, jolla oli vaikeuksia matematiikan opiskelussa:
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1
5

3 4 eee ae . 1 3 . .
“4-—2 o= 2 - On Vaara. Ensin lasketaan 45 -2 = otetaan ensin kokonais-

maari eli 4 — 2 = 2. Sitten kun ei pystyé - S kun ei pysty edes laskemaan 1 —

3 = xxx otetaan yksi kokonainen niistd 2 eli 2 — 1 = 1. Tassa kokonainen on 5

.. .. .6 . 3 . . .
ykkoseen lisdtaan viisi p eli vastaus on 1 - Pertti ei osannut purkaa kokonaista.

Pertin pitad purkaa yksi kokonainen eli 4% - 2% =2 — 1 (vihenee) =1 —

5 (putoo) = g— % = % (tulos) =1 % (vastaus). Nain Pertti.”

Tasta kokeesta han sai arvosanan 7, mika oli menestys aikaisempaan. Sita vastoin
toinen lyhyt muistikurssille kannustava vastaus ”Pertti, Pertti! Meneppas muistikurs-
sille!” kuului oppilaalle, jonka matematiikan arvosana oli 10. Vastauksen perusteella
nayttaytyi, etta ulkoa-opettelu oli ollut avain menestykseen koulumatematiikassa.
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Kuva 5. Kahden neljannen luokan oppilaan vastaukset koetehtavaan. Ylempi vastaus on oppilaan, jolle ma-
tematiikan opiskelu oli haasteellista. Vastaavasti alempi vastaus on niin sanotun “kympin oppilaan”.

Jo ensimmaisten opetuskokeilujen aikaan syntyi ajatus tehtavan tuomasta emo-

tionaalista tuesta omien virheiden tarkastelulle. Kun tarkastelun kohteeksi otetaan

yleisesti tehtava virhe tai matemaattisen esityksen puutteellisuus (kuten ylioppilas-

kirjoituksiin valmistautumisessa myohemmin tata tehtavaa on kaytetty), oppilas voi
ryhman tukemana peilata omaa kasitystaan asiasta ja niin kehittda omaa ajatte-

luansa.
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Jarjestimme lukion 2. vuosiluokan opiskelijoille (n=88) mahdollisuuden vertailla
etsi virhe -tyypin tehtavan mieluisuutta verrattuna kahteen toisenlaiseen tehtavaan,
joista toisessa mitattiin algoritmin hallintaa perinteisessa laskutehtavassa ja toinen
oli sanallinen tehtava, jonka suorittaminen edellytti kasitteen soveltamista (Eronen
ym., 2021). Tehtavien aihealueena oli yhtaloparin ratkaisu ja kohderyhma koostui
eraan lukion pitkan matematiikan analyyttisen geometrian kurssille (vuoden 2015 lu-
kion opetussuunnitelman perusteiden kurssi MAA5; vastaa nykyisessa vuoden 2019
opetussuunnitelmassa kurssin MAA4 sisaltoja) osallistuneista opiskelijoista. Opiske-
lijoita pyydettiin arvioimaan erilaisten tehtavien ominaisuuksia ja omaa osaamistaan
kouluarvosanoin. Tutkimus paljasti, ettd alle kahdeksalle opiskelijalle mieluisin teh-
tava oli laskutehtava ja vastaavasti epamieluisin sanallinen tehtava. Sen sijaan yli kah-
deksan opiskelijaa suosi niita tehtavia painvastaisesti. Etsi virhe -tehtava yhdisti eri
osaamistason opiskelijoita. Sita pidettiin kiinnostavana erilaisuutensa vuoksi, mutta
toisaalta myos helpommin ymmarrettavana ja opettavaisempana kuin sanallista teh-
tavaa.

Artikkelin toisen kirjoittajan meneillaan olevissa muissa tutkimuksissa etsi virhe
-tehtavien soveltuvuutta on tutkittu niin luokanopettajaopiskelijoiden matematiikan
opiskelussa kuin yliopistomatematiikan aineopinnoissakin. Luokanopettajaopiskeli-
joiden osalta etsi virhe -tehtiavat edesauttavat kasitteellista osaamista edellyttavien
tehtavien tekemisesta suoriutumista, mika nakyy selvasti pienempana tehtavan teke-
misen keskeyttaneiden maarana verrattuna muiden tehtavatyyppien opiskeluun. Vas-
taavasti matematiikan paaaineopiskelijoiden reaalianalyysin opintojaksolla opiskeli-
jat kokivat etsi virhe -tehtavat vaikeiksi, mutta opettavaisiksi, ja ennen kaikkea mate-
matiikasta keskustelua edesauttaviksi tehtaviksi.

”Opiskelijoiden kokemuksen mukaan tama jalkimmainen arviointivaihe osoit-
tautui jopa ratkaisuvaihetta huomattavasti opettavaisemmaksi. Opiskelijat
huomasivat, mihin muistisdant6ja voi hyodyntaa ja erityisesti, ettd matematii-
kalla saatiin tehtdva helpommaksi.” (Eronen, 2019.)

Ylla oleva lainaus on lukion arviointiin kohdistuneen LUMATIKKA-koulutukseen
osallistuneelta opettajalta. Koulutuksessa opettajat sovelsivat etsi virhe -tehtavatyyp-
pia. Opettajat antoivat omille lukion matematiikan opiskelijaryhmilleen (2—3 opiske-
lijaa ryhmassa) tarkasteltavaksi taysin anonymisoituja toisten oppilasryhmien ratkai-
suja. Ryhmien tehtdvana oli siis tarkastella ratkaisun oikeellisuutta ja perustelujen
riittavyytta. Opettajien keradma opiskelijapalaute tehtavasta tuotti rohkaisevan ku-
van tehtavan toimivuudesta arviointiaktiviteetin kehittajana.
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5 Opettaja mahdollistamassa

Matematiikka tarjoaa formatiiviselle arvioinnille moninaisia ja antoisia mahdolli-
suuksia. Se, millaisin menetelmin ja keinoin formatiivista arviointia toteuttaa, riippuu
monestakin tekijasta. Merkityksellisinta on kuitenkin toteuttaa formatiivista arvioin-
tia monipuolisin ja oppijoita innostavin keinoin, silla niin parhaiten tuetaan oppi-
mista ja tavoitteiden saavuttamista.

Opetussuunnitelmien perusteet (Opetushallitus, 2014, 2019) ohjaavat opettajia
tukemaan oppijoiden matemaattisia ajattelun taitoja lapi koulupolun. Naiden taitojen
tukeminen mahdollistuu erityisesti formatiivisen arvioinnin keinoilla. Talloin opetta-
jan vastuuta kyseisten taitojen harjoittelun mahdollistajana on korostettava. Jotta
ajattelun taidot kehittyvat, on niita tuettava monipuolisilla keinoilla systemaattisesti.
Kaytannossa haasteelliseksi on kuitenkin osoittautunut, miten kyseisia taitoja har-
jaannuttaa.

Artikkelissa esittelemdamme tutkimukset ja omakohtaiset kokemukset antavat
viitteita siita, etta 1api koulupolun toteutettavassa ajattelun taitojen harjaannuttami-
sessa tulisi huomioida 1) valineen tuki (kuten Arviointimaan kaytto) ja 2) menetel-
mallinen tuki (kuten etsi virhe -tehtavatyyppi). Niin valineelle kuin menetelmalle yh-
teista on sisalto; Arviointimaassa merkityksellista on se, millaisin kysymyksin oppi-
lasta pyydetaan reflektoimaan ja vastaavasti etsi virhe -tehtavissa merkityksellista on,
millaista matemaattista sisaltoa tehtava harjaannuttaa. Toivomme, etta tama artikkeli
vastasi joihinkin formatiivista arviointia kasitteleviin kysymyksiin ja havainnollisti
formatiivista arviointia koulupolun eri asteilla seka siten tukee opettajia kiytannon
tyossaan. Ikakausikohtaiset LUMATIKKA 2 -kurssit tarjoavat lisda kaytannonlaheista
tietoa matematiikan arvioinnista.
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