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Tiivistelma: Tulevaisuudessa tarvittavissa taidoissa korostuvat useiden nakemys-
ten mukaan seka ajattelun taidot ettd yhteistyo- ja viestintdtaidot. LUMATIKKA-
hankkeen luokkien 7—9 ja lukion matematiikan opetukseen suunnatuilla kursseilla
painotetaan niin sanottuihin 21. vuosisadan taitoihin liittyen yhteisollista oppimista,
matemaattista kielentdmistd, mallintamista ja ongelmanratkaisua. Ndiden asioiden
painottuessa matematiikan opetuksesta tulee vuorovaikutteista ja oppilaiden omaa
ajattelua aktivoivaa. Oppilaat tarvitsevat kykya paatella, perustella ja havainnollistaa
ajatteluaan eri tavoin. Talloin korostuu my6s formatiivisen arvioinnin ja erityisesti
palautteen merkitys opetuksen osana. LUMATIKKA-taydennyshankkeen ylakoulun
7—9 kurssilla lahtokohtana on oppilasldhtoisyys ja toiminnallisuus. Lukion kurssilla
tavoitteena ovat opiskelijakeskeisyys ja opiskelun mielekkyys. Tassa artikkelissa pe-
rustelemme tarkemmin naille kursseille valittujen sisaltojen merkitysta.

Avainsanat: yhteisollinen oppiminen, ongelmanratkaisu, kielentdminen, formatiivinen
arviointi, 21. vuosisadan taidot
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1 Johdanto

Tassa artikkelissa perustelemme LUMATIKKA-hankkeen ylakoulun ja lukion opetta-
jille suunnattujen taydennyskoulutuskursseille valittujen sisaltdjen suuntaviivoja
kurssin toteuttajien nakokulmasta. Ylakoulun kurssi on otsikoitu Luokkien 7—9 ma-
tematiikkaa oppilaslahtoisesti ja toiminnallisesti. Se kuvastaa hyvin sisalloissa pai-
nottuvaa vuorovaikutteisuutta ja aktiivisuutta. Lukion kurssi Lukiomatematiikkaa
opiskelijakeskeisesti ja mielekkaasti ottaa myos esille oppimisen merkityksellisyyden.
Molempia kursseja yhdistavat yhteisollisyys, ongelmanratkaisu ja mallintaminen.
Seuraavissa alaluvuissa tarkastelemme tarkemmin, miksi juuri nama sisallot on nahty
tarkeiksi ajatellen opettajien tiydennyskoulutusta.

Kaiken taustalla ovat tulevaisuuden taidot tai niin kutsutut 21. vuosisadan taidot,
jotka ovat olleet keskiossa, kun eri maissa on hahmoteltu opetussuunnitelmien aari-
viivoja (Binkley ym., 2012). Nain nayttaisi olevan myos meilla Suomessa. Esimerkiksi
perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa 2014 kuvataan jo alkulehdilla,
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miten perusopetuksen tehtiavana on “ohjata oppilaita lo0ytamaan omat vahvuutensa ja
rakentamaan tulevaisuutta oppimisen keinoin” (Opetushallitus, 2014, s. 18). Samoin
lukion opetussuunnitelmien perusteissa (Opetushallitus, 2019, s. 16) todetaan, etta
“lukiokoulutus ohjaa opiskelijaa tulevaisuuden suunnitelmien laadintaan, maailman-
kansalaisuuteen kasvamiseen ja jatkuvaan oppimiseen”. Tulevaisuuden taidot nah-
daan siis keskeisina opetuksen ja oppimisen kohteina riippumatta oppiaineista.

Taulukko 1. OECD:n (2005) 21. vuosisadan kompetenssit

TYOVALINEIDEN VUOROVAIKUTTEINEN KAYTTO

1. Kielen, symbolien ja tekstien kaytto

2. Tiedon ja informaation kaytto

3. Teknologian kaytto

HETEROGEENISISSA RYHMISSA TOIMIMINEN

4. Kyky tulla toimeen muiden kanssa

5. Kyky tehda yhteistyota

6. Kyky hallita ja ratkaista konflikteja

ITSENAINEN TYOSKENTELY

7. Kyky toimia osana suurempaa kokonaisuutta

8. Kyky muodostaa ja toteuttaa elamansuunnitelmia ja henkil6kohtaisia projekteja
9. Kyky puolustaa ja vaatia oikeuksiaan, intressejaan, rajojaan ja tarpeitaan

Kirjallisuudessa on tarjolla 21. vuosisadan taidoille useita eri kehikoita, joista eras
tunnetuimmista on OECD:n vuosina 1997—2002 toteutetun DeSeCo-projektin (Defi-
nition and Selection of Competencies: Theoretical and Conceptual Foundations) maa-
rittelemat yhdeksdn kompetenssia (taulukko 1) (Miettinen, 2019). Tassa kehikossa
korostuvat erityisesti kyky tyoskennella varioivissa ymparistoissa, toimia yhdessa
toisten kanssa sekd myos kyky tyoskennella itseniisesti. Eri kehikoita kuitenkin yh-
distaa juuri tavoite elinikaisesta oppimisesta ja siihen liittyvista taidoista (Hakkinen
ym., 2017).

Eritavoin kiteytetyt 21.vuosisadan taidot voidaan jakaa neljaan luokkaan (kuvio 1)

1. ajattelun taidot, kuten kriittinen ajattelu, luovuus ja ongelmanratkaisu

2. tyoskentelyn taidot, kuten yhteistyo- ja viestintataidot

3. tyoskentelyvalineisiin liittyvdat monilukutaidot, kuten data-, media- ja digi-
taidot, seka

4. elamantaidot, joihin kuuluu yksilollisia kehitettavia piirteita, kuten jousta-
vuus, johtajuus, aloitteellisuus, tuottavuus ja ihmistaidot (Binkley ym., 2012).
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Kuvio 1. Neljaan luokkaan jaotellut 21. vuosisadan taidot (Binkley ym., 2012)

Vaikka 21. vuosisadan taidot hyvaksytaankin yleisesti monien opetussuunnitel-
mien taustaksi, niitd kohtaan on esitetty myos kritiikkia. Padasiallinen kritiikki koh-
distuu siihen, etta ne keskittyvat vain geneerisiin taitoihin, eivatka ota huomioon eri
maiden kulttuureita, yleissivistysta ja eri tiedonalojen taitoja (Miettinen, 2019). Li-
saksi ne liittyvat vahvasti kompetenssiajatteluun, joka tarkastelee kasvatusta mitat-
tavuuden nakokulmasta nihden sen erityisen tarkeaksi ihmisten tyollistymisen ja ta-
louden kehityksen kannalta ja samalla kaventaen kasvatuksen tarkoitusta ja sisaltoja
(Miettinen, 2019). Seuraavassa luvussa tarkastelemme, miten 21. vuosisadan taidot
nakyvat Suomessa perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (taulukko 2) ja
lukiokoulutuksessa.

2 Oppimistavoitteet opetussuunnitelmien perusteissa

2.1 Tavoitteet peruskoulussa

Perusopetuksen opetussuunnitelmien perusteissa 21. vuosisadan taidot nakyvat eri-
tyisesti laaja-alaisen osaamisen kuvauksissa, mutta matematiikan oppiaineessa mo-
net naista odotuksista tulevat esille myos tyoskentelytaidoissa. Taulukko 2 esittaa, mi-
ten matematiikan tyoskentelyt taidot sijoittuisivat suhteessa 21.vuosisadan taitoihin.
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Taulukko 2. Perusopetuksen opetussuunnitelmien perusteiden matematiikan paattéarvioinnin
kriteerit T2-T9 suhteutettuna 21. vuosisadan kompetensseihin

21. vuosisadan taidot Matematiikan paattéarvioinnin kriteerit
(Opetushallitus, 2014)
Ajattelun taidot Kriittinen T8 Tiedon analysointi ja kriittinen tarkastelu
ajattelu
Luovuus T5 Ongelmanratkaisutaito
Ongelman- T5 Ongelmanratkaisutaito
ratkaisu
Tyoskentelyn taidot Yhteistyo T2 Vastuunottaminen opiskelusta
Viestinta T4 Matemaattinen ilmaisu
Tyoskentelyn vdlineet Datataidot T9 Tieto- ja viestintateknologian kaytto
Mediataidot T7 Matematiikan soveltaminen
Digitaidot T9 Tieto- ja viestintateknologian kaytto
Elamantaidot Joustavuus T3 Opittujen asioiden yhteydet
Johtajuus T2 Vastuunottaminen opiskelusta
Aloitteellisuus T2 Vastuunottaminen opiskelusta
Tuottavuus T6 Taito arvioida ja kehittda matemaattisia ratkaisuja
Ihmistaidot T2 Vastuunottaminen opiskelusta

Matematiikassa opetuksen tavoitteita on kaikkiaan 20. Ensimmaiset kaksi tavoi-
tetta liittyvat opetuksen merkitykseen, arvoihin ja asenteisiin. Tavoite 1 on vahvistaa
oppilaan motivaatiota, myonteistd mindkuvaa ja itseluottamusta matematiikan op-
pijana, eika sita ole tarkoitus arvioida. Taman vuoksi se on jatetty pois taulukon 2
luokittelusta. Tavoite 2 Vastuunottaminen opiskelusta sisaltaa seka tyoskentelyn tai-
toja ryhmaissa, etta kykya johtajuuteen ja aloitteellisuuteen. Tavoite 3 Opittujen asi-
oiden yhteydet syventaa ajattelun joustavuutta. Tavoite 4 kohdistuu matemaattiseen
ilmaisuun ja nakyy erityisesti viestintataidoissa. Tavoite 5 Ongelmanratkaisutaidot
on suoraan yhdistettavissa ajattelun kompetensseihin. Tavoite 6 sisiltaa taidon arvi-
oida ja kehittda matemaattisia ratkaisuja ja se voidaan tulkita tuottavuudeksi. Ta-
voite 7 Matematiikan soveltaminen Kkytkeytyy mediataitoihin ja kykyyn kytkea mate-
matiikka reaalimaailmaan. Tavoite 8 liittyy tiedon analysointiin ja kriittiseen tarkas-
teluun ja soveltuu myos sellaisenaan ajattelun kompetensseihin. Viimeisena tavoite 9
Tieto- ja viestintdteknologian kdaytto on yhteydessa seka data- etta digitaitoihin.

2.2 Tavoitteet lukiossa

Kuten perusopetuksen, niin myos lukion opetussuunnitelman perusteissa (Opetus-
hallitus, 2019) useat 21. vuosisadan taidot tulevat esiin. Kaikkien selkeimmin koros-
tuvat ajattelun taidot. Opetussuunnitelman mukaan lukion matematiikan opetuksen
tulisi kehittdd luovan ajattelun ja ongelmanratkaisun taitoja sekia rohkaista
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tutkivaan ja kokeilevaan toimintaan. Lisaksi oppimistavoitteissa mainitaan vdittd-
mien oikeellisuuden tutkiminen, perustelujen laatiminen seka perustelujen pdtevyy-
den ja tulosten yleistettdvyyden arviointi. Tyoskentelytaidoista mainitaan vathtele-
vat tyotavat yksin ja yhdessa tyoskennellessd. Vuorovaikutusosaamista korostetaan
yleisesti, ja erityisesti mainitaan viela kyky keskustella matematiikasta ja perustella
vditteitd. Data-, media- ja digitaitojen suhteen mainitaan tarkoituksenmukaisten me-
netelmien, ohjelmistojen ja tietoldhteiden kdytto. Lisaksi tavoitteissa tulee esiin kyky
seurata matemaattista esitystd ja lukea matemaattista tekstia seka kyky arvioida
eri muodoissa tarjottua matemaattista informaatiota.

Vuoden 2019 lukion opetussuunnitelma korostaa selkeasti aiempia opetussuun-
nitelmia enemman laaja-alaista osaamista ja oppiaineiden valista yhteistyota. Mate-
matiikan opiskelun tulisi tukea ”globaali- ja kulttuuriosaamisen sekd monitieteisen ja
luovan osaamisen laaja-alaisia tavoitteita” (Opetushallitus, 2019, s. 221). Opetus-
suunnitelman mukaan lukiomatematiikan opintojen tulisi vahvistaa myos opiskeli-
jan yhteiskunnallista osaamista, ympdristoosaamista, eettisyyttd ja hyvinvointi-
osaamista tarjoamalla virikkeita sen pohtimiseen, miten matematiikan taitoja voisi
hyodyntada kestdvddn kehitykseen ja thmiskuntaan liittyvien ongelmien ratkaisussa.
Erikseen mainitaan, etta opiskelijan tulisi oppia ymmartamddan matemaattisten kd-
sitteiden merkityksid ja niiden yhteyksid laajempiin kokonaisuuksiin seki matema-
tiikassa ettd muissa oppiaineissa. Nama kaikki liittyvat elamantaidoissa mainittuihin
teemoihin.

3 LUMATIKKA-kurssit matematiikan opetuksen tueksi

3.1 Peruskoulun luokkien 7-9 matematiikkaa kasitteleva kurssi

LUMATIKKA-hankkeen luokkien 7—9 matematiikkaa kasitteleva osio pyrkii huomi-
oimaan osaltaan 21. vuosisadan taitojen kehittamisen erityisesti ongelmanratkaisun,
matemaattisen ilmaisun, yhteisollisyyden ja matematiikan soveltamisen nakokul-
mista. Osiossa kasitellaan tutkimusten kautta esille tulleita matematiikan opetuksen
kehittamiskohteita ja vastataan arjen tyoelamassa opetussuunnitelmien edellytta-
malla tavalla toimivien opettajien tarpeisiin. Osiossa on yhteensa 16 teemaa (kuva 1).
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SISALTO
Johdanto 7. Ongelmanratkaisun vaiheet 14. Ohjelmointi ja algoritmit
Lue tima Eteneminen: 1/3 Ef minen: 3/7
Eteneminen: 2/5 8. Ongelmanratkaisu ja itsesddtely ~ 15. Matematiikka yhteiskunnassa (sis.|
2. Opettaja havainnollistaa . harjoituksen)
iaterratiliean (sl harloltk=en) 9. Ongelmanratkaisun Eteneminen: 2/ 4
Eteneminen: 4/ 6 ’ opettamisesta 16. Monialaiset
Eteneminen: 4/6 A 3
3. Arviointi tavoitteiden tukena SoTE oppimiskokonaisuudet
Eteneminen: 1/4 10. Koulumatematiikan tarina Eteneminen: 2/3
4. Yhteisollinen oppiminen flenemnens /6 17. Formatiivista arviointia
Eteneminen: 8/10 11. Mallintaminen e =
. o Eteneminen: 2/3 kehittdmassa (sis. harjoituksen)
8 5. Oppilaat toimimaan! Eteneminen: 4 /7
ay Eteneminen: 5/ 7 12. Mallintaminen matematiikan 18. TEORIAOSAN PAATTAVA TESTI
6. Matemaattisen ajattelun opetuksessa * Eteremines- 07
Eteneminen: 2/3
kielentaminen (sis. harjoituksen) S 19. TODISTUS
Eteneminen: 5/9 13. Laskutaito koneiden aikakaudella Eteneminen: 1/2
Eteneminen: 1/2 20. Tekuat

«) Kurssin tyokalut |

Kuva 1. LUMATIKKA-hankkeen luokkien 7-9 matematiikkaa kasittelevan kurssin sisalto

Kurssi alkaa havainnollistamisen kasittelemiselld, mika herattelee opettajan poh-
timaan erilaisten representaatioiden merkitysta matematiikan opetuksessa. Havain-
nollisuus linkittyy erityisesti 21. vuosisadan taidoista tyoskentelyn valineisiin (ks. tau-
lukko 2). Kun on tutustuttu havainnollisuuteen, tarkastelun kohteeksi tulevat tyos-
kentelyn taidot. Ensimmaisena naista on yhteisollisyys, sitten yhdessda toimiminen ja
lopulta kielitietoinen matematiikan opetus. Ajattelun taidoissa ylakoulun 7—9 luok-
kien osiossa keskitytaan ongelmanratkaisuun ja mallintamiseen, seka huomataan,
etta yhteisollinen oppiminen ja kielentaminen liittyvat kiinteasti seka naihin etta sa-
nallisiin tehtaviin (Bjorn ym., 2019), tukien niin kaikki toisiaan.

Kurssi sisaltaa myos kytkentoja matematiikan yhteiskunnalliseen merkitykseen.
Esimerkiksi ohjelmoinnista ja samoin monialaisista oppimiskokonaisuuksista 1oytyy
omat osionsa, joiden tavoitteena on, etta oppilaat voivat hahmottaa "koulussa opis-
keltavien asioiden merkitystd oman elaman ja yhteison seka yhteiskunnan ja ihmis-
kunnan kannalta”, sekid samalla saada "aineksia maailmankuvansa laajentamiseen ja
jasentamiseen” (Opetushallitus, 2014, 31). Naiden sisaltojen voidaan katsoa tukevan
21. vuosisadan taitojen elaman taitoja. Kurssin paattaa formatiivisen arvioinnin osio,
jonka tavoitteena on tukea oppilaan oppimista palautteen avulla ja vahvistaa hanen
itseohjautuvuuttaan.
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3.2 Lukion matematiikkaa kasitteleva kurssi

Lukiomatematiikan opetukseen suunnatussa osiossa (kuva 2) lihdetaan liikkeelle
matematiikan perusluonteesta. Samalla pohditaan, mika matematiikan opetuksessa
on olennaista ja tarkeaa ja mista koostuu nykypaivana tarvittava hyva matemaattinen
osaaminen. Nama kysymykset ovat ajankohtaisia siita syysta, etta teknologisten so-
vellusten ja CAS-laskennan kayttoonotto on monella tapaa muuttanut matemaattisen
tyoskentelyn luonnetta etenkin lukiossa.

Taman jalkeen lukio-osuuden kurssilla keskitytaan erityisesti amerikkalaisen ma-
tematiikan opetuksen alan kansallisen jarjeston NCTM:n (National Council of
Teachers of Mathematics) standardeissakin esille tuleviin matematiikan prosessita-
voitteisiin eli a) ongelmanratkaisuun, b) perusteluun ja todistamiseen, ¢c) matemaat-
tiseen kommunikointiin, d) matemaattisen tiedon esitystapothin ja e) yhteyksien
ymmartamiseen. Naiden teemojen lisaksi kurssi tarjoaa arviointiin ja yhteisolliseen
oppimiseen useita opiskelijakeskeisyytta painottavia nakokulmia.

SISALTO
yhdantc

Kuva 2. LUMATIKKA-hankkeen lukiomatematiikkaa kasittelevan kurssin sisalto.

Seuraavaksi pureudumme tarkemmin joihinkin naista sisiltoalueista ja peruste-
lemme niiden merkitysta tutkimuksen nakokulmasta. Tarkastelemme aluksi sisaltoja,
jotka tulevat esille seka luokkien 7—9 kurssilla etta lukion kurssilla. Naista ensimmai-
sena on yhteisollisyys, joka myohemmin yhdistyy kielentamiseen, mallintamiseen ja
ongelmanratkaisuun osana matematiikan oppimista.
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4 Yhteisollisyys

Yhteisollisyyteen liittyvat tavoitteet painottuvat vahvasti seka 21. vuosisadan tavoit-
teissa ettd matematiikan opetussuunnitelman perusteissa — olivatpa ne sitten yla-
luokille (Opetushallitus, 2014) tai lukioon (Opetushallitus, 2019) suunnattuja. Nama
ovatkin keskeisia teemoja myos molemmilla edella esitellyillai LUMATIKKA-hank-
keen kursseilla. Yhteisollisyys tulee esille erityisesti, kun pohditaan tulevaisuuden
tyoelamataitoja ja tarvetta jakaa ideoita ja yhdistaa kunkin erilaista osaamista.

Yhteisollisyyden oppimiseen liittyvat tavoitteet ovat tarkeita jo itsessaan, mutta
toisaalta yhteisollisyytta voidaan pitad myos oppijoita aktivoivana oppimisen vali-
neena. Parhaimmillaan yhteisollisyys tukee oppimista, ja silloin on kyse yhteisestda
tiedonmuodostuksesta, merkitysten rakentamisesta ja yhteisen ymmarryksen etsimi-
sestd. Naissa tyoskentelyn taidoissa yhteisolliseen oppimiseen yhdistyy kysymysten
tekemista, selittamista, perustelemista ja omien nakemysten puolustamista seka tyos-
tamista. (Hakkinen ym., 2017.)

Yhteisollista oppimista voidaan tarkastella kolmesta nakokulmasta. Ensinnakin
yhteisollisessa oppimisessa on kyse yhdessa toimimisesta, jolla edistetaan oppimista
eri oppiaineissa (collaborating to learn). Tassa merkityksessa tavoitteena on luoda
sellainen yhteisollinen oppimisymparisto, joka houkuttelee ja koukuttaa osallistujia
uuden tiedon aareen ja oppimaan. Toiseksi yhteisollista oppimista voidaan tarkastella
metataitona, jolloin tavoitteena on nimenomaan oppia tyoskentelemaan yhdessa
(learning to collaborate). Kolmas niakokulma on metodinen nakokulma eli opettaja
kayttaa yhteisollista oppimista opetusmenetelmanaan (learning to teach by applying
collaborative learning approaches). Han kannustaa oppilaita kyselemaan, selitta-
maan, perustelemaan, vaittelemain ja tyostamaan ajatuksiaan yhdessa muiden
kanssa. (Hakkinen ym., 2017.) Yhteisollisesti siis opitaan seka 21. vuosisadan taitoja
ettd matematiikkaa. Opiskeltaessa matematiikkaa yhteisollisesti tulee opetuksen ai-
kana kiinnittda huomiota oppijoiden matemaattisen ajattelun kielentimiseen ja ma-
temaattiseen ilmaisuun.

Vaikka yhteisollinen oppiminen on havaittu tutkimuksissa erinomaiseksi tyomuo-
doksi erityisesti opiskeltaessa matemaattista paattelya, se ei ole kovin suosittua.
Haasteena on, ettd se vaatii opettajalta paljon ohjaustaitoja (Schwarz ym., 2021).
Opettajan tulee kyetd seuraamaan jokaisen ryhman tyoskentelya, tukemaan sita seka
kognitiivisesti etta emotionaalisesti (Portaankorva-Koivisto ym., 2021), kytkemaan
tyoskentelyn aikana esille tulleita asioita toisiinsa ja reflektoimaan tyoskentelya.
(Schwarz ym., 2021).
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Tassa avuksi voisivat tulla niin sanotut kriittiset hetket ja niiden havaitseminen.
Tallaisia hetkia ovat tyoskentelyn tyhjdakdynti tai toimettomuus, aiheeseen liittymada-
ton keskustelu, tekniset ongelmat, epdselvyydet tai muut tehtdvdstd nousevat haas-
teet seka hammennys esimerkiksi ristiriitaisista ratkaisuehdotuksista. Tallaisissa vai-
heissa ryhman tyoskentely pysahtyy tai ajautuu sivuraiteille. Kriittisia hetkia ovat
myos otkean tai vddran ratkaisun loytyminen, jolloin ryhméan tyoskentely luonnolli-
sesti loppuu (Schwarz ym., 2021). Niissa tilanteissa opettajan kannattaa puuttua
tyoskentelyyn ja siten edistda oppimista. Han voi ohjatessaan opiskelijoita seurata
heidan tyoskentelyaan, tukea sita tyotd edistavilla kysymyksilld, vahvistaa ryhman
yhteenkuuluvuutta ja pysahtya yhdessa ryhman kanssa pohtimaan seuraavia aske-
leita. (Schwarz ym., 2021). Tallainen tyoskentely edellyttaa seka opettajalta etta opis-
kelijoilta matematiikan kielentamista, johon tartumme seuraavaksi.

5 Kielentaminen ja kielitietoinen opetus matematiikassa

Matematiikan kielesta puhuttaessa tarjoutuu tarkasteluun kolme erilaista lahtokoh-
taa: oppilaat, opettaja ja oppiaine. Ensinnakin voidaan tarkastella luokan monikieli-
syyttd tai oppilaiden kielen osaamista. Toiseksi tarkastelun kohteena voi olla niin sa-
nottu opetuksen kieli ja opettajan osaamat kielet. Kolmanneksi voidaan tarkastella
matematiikan kieltd, sen Kielellisia piirteita ja kaytanteita. (Planas ym., 2018). Taman
lisaksi kielen tutkimiselle on tyypillisesti kolme tarkastelukulmaa: leksikaalinen, syn-
taktinen ja diskursiivinen (Erath ym., 2021). Leksikaalisesta tarkastelusta puhutaan,
kun kiinnitetaan huomiota sanastoon ja sanojen merkityksiin. Syntaktinen tarkas-
telu keskittyy kielioppiin ja sanojen tavutuksiin. Diskursiivisuus ottaa tarkasteluun
vuorovaikutuksen rakenteet, rutiinit ja erityiset kdytdnteet, kuten matematiikassa
selittaminen, perusteleminen ja vaitteleminen.

Kielentaminen ei suoranaisesti tule esille 21. vuosisadan taidoissa, mutta se on osa
tyoskentelyn taitoja ja matemaattista ilmaisua. Jos matematiikan opetuksen tavoit-
teeksi asetetaan matemaattisen ajattelun kielentiminen ja kielitietoisuus, ne saavute-
taan tutkimusten mukaan tutkivilla ja perustelemiseen suuntautuvilla opetusmene-
telmilla (Erath ym., 2021). Niilla menetelmilla tuetaan merkityksellista, kasitteellista
ja syvempaa matematiikan oppimista. Oppitunnilla kiaytettavien tehtavien tulisi siis
aktivoida keskusteluun. Miten opettajan tulisi talloin toimia?

Kun opettaja paattaa ryhtya tukemaan kielentamista ja matemaattista ilmaisua,
hanen tulisi ensimmaiseksi valita tehtava, joka tuottaa keskustelua. Tallaisia tehtavia
ovat esimerkiksi vertailutehtdvdt (Palkki, 2018; Palkki & Hasto, 2019) ja virheelliset
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esimerkit (Palkki, 2016), avoimet ongelmatehtdvdt (Portaankorva-Koivisto ym.,
2021), vdittelytehtdvdt, tutkimustehtdvdt ja pelit. Oppilaiden tyoskentelyn aikana
opettajan tulisi aktiivisesti seurata oppilaiden keskustelua voidakseen valikoida ja ot-
taa myohemmin yhteiseen pohdintaan keskusteluissa esille nousseita ideoita. On tar-
keaa, etta opettaja kytkee oppilaiden esittamat ideat matematiikkaan ja tuo ne esille
kaikille oppilaille ymmarrettavassa muodossa.

Joissakin tilanteissa on hyva antaa oppilaiden itse korjata ilmaisuaan. Opettaja voi
tyoskentelyn kuluessa virittaa oppilaiden ajattelua pohtimista vaativilla kysymyksilla,
mutta muuten pysytella taustalla ja jattaa varsinainen puhujan rooli oppilaille. Hyvia
kysymyksia ovat mitda-kysymykset, joilla voidaan jasentaa tyon alla olevaa tehtavaa.
Miksi-kysymykset kehittavat kasitteellista ymmarrysta ja miten-kysymykset mene-
telmallista sujuvuutta. Opettaja voi myos tukea tai virittaa keskustelua eleilla, piirrok-
silla ja muilla representaatioilla. Varsinkin, jos tyoskentely seisahtuu tai jauhaa pai-
koillaan. Samoin opettaja voi ottaa huomioon oppilaiden senhetkiset kielelliset ja ma-
temaattiset taidot ja muotoilla ehdotuksia uudestaan, sanottaa ideoita matemaatti-
sesti ja toistaa tarvittaessa.

Monikielisessa luokassa opettajan kannattaa mahdollisuuksien mukaan valita
kieli, joka ilmentaa matemaattista ongelmaa parhaiten, antaa kayttoon sanastoja tai
synonyymeja, ja tukea kieliopillisesti oppilaiden ilmaisuja. Hyodyllista on esimerkiksi
tutkia sanoja, joilla on jokin kielellisesti yhteinen piirre. Tallaisia ovat vaikkapa sanat
“yhdenmuotoinen”, “yhteneva”, yhta suuri” ja "yhtalo”. (Erath ym., 2021.) My0s sy-
nonyymien tarkasteleminen on hyodyksi monikielisessa luokassa. Esimerkiksi tehta-
vissa voi esiintya suureita, joita mitataan metreina, mutta joita kuitenkin kuvataan
erilaisilla sanoilla kuten “pituus”, “leveys”, “korkeus”, “syvyys”, “paksuus”, “vali-
matka” ja “etaisyys”.

Kielentaminen voi tarkoittaa myos esimerkiksi arkielamaan liittyvan sanallisessa
muodossa esitetyn ongelman muuttamista matematiikan symbolikielelle. Talloin kie-
lentaminen on olennainen osa matemaattista ongelmanratkaisua. Seuraavaksi kasit-
telemmekin matemaattista mallintamista ja ongelmanratkaisua, jotka kuuluvat 21.
vuosisadan ajattelun taitoihin.
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6 Matemaattinen mallintaminen ja ongelmanratkaisu

Useissa maissa matematiikan opetussuunnitelmiin on kirjattu tavoite matematiikan
kytkemisesta arjen ilmioihin. Tallaisissa tehtavissa on usein kyse mallintamisesta ja
kyvystda muokata ei-matemaattiselta vaikuttava arjen tilanne matematiikan kielelle.
(Leiss ym., 2019). Matemaattisessa mallintamisessa on kyse seitsemasta vaiheesta,
jotka voivat muodostaa lyhyita sykleja eli kahden vaiheen valilla vaihdellaan ja muo-
kataan syntyvaa mallia paremmin toimivaksi (kuvio 2).

Arkimaailma
Matematiikan maailma

Vaihe 1: tilanteen ymmartdminen

Vaihe 3: matematisoidaan tilanne

Vaihe 2: tilanteen yksinkertaistaminen

Vaihe 4: matemaattinen tyGskentely

Vaihe 5: tulkitaan saatua ratkaisua

Vaihe 6: testataan mallin toimivuutta

Vaihe 7: esitetdén ratkaisu tilanteeseen

Kuvio 2. Matemaattisen mallintamisen vaiheet (Leiss ym., 2019)

Ensimmaisena vaiheena on (1) tehtavassa esitetyn tilanteen ymmartaminen.
Tama on se vaihe, joka usein edellyttaa kielellista osaamista ja aiheuttaa useimmat
oppilaiden virheistd, mutta seuraavissa vaiheissakin voi viela tapahtua virheita. Ym-
martamisvaihetta seuraa (2) tehtavan tilanteen yksinkertaistaminen helpommin ka-
siteltavaan muotoon. Nama kaksi vaihetta ovat viela vahvasti sidoksissa tehtavan kon-
tekstiin, mutta taman jalkeen siirrytaan pois arkimaailmasta.

Vaiheessa (3) matematisoidaan havaittu ongelma. Matematisointivaihe ja sita
seuraava vaihe, jossa (4) tyoskennellddn matemaattisesti ovat kontekstiin sitomatto-
mia, mutta kun niiden tuloksena on lopulta saatu jokin ratkaisu, palataan takaisin itse
tehtavan tilanteeseen ja (5) tulkitaan saatua vastausta. Lopulta, kun (6) vastausta
on testattu ja havaittu sen toimivan tehtavan ratkaisuna, on vuorossa enia viimeinen
vaihe, jossa (7) esitetdadn tehtdavdan ratkaisu ja perustelut. (Leiss ym., 2019.)
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Pearla Nesher (1980) on kuvannut arkielaman ongelman ratkaisemista kaaviolla
(kuvio 3), josta havaitaan mallintamisen kielelliset piirteet viela paremmin.

Operationaaliset vaiheet

Alku - tehtavd Loppu - vastaus

[
wl
A
Sanallinen muotoilu,
tavoitteena

numeerinen vastaus

Oletetut prosessit

o
A Muunnetaan vastaus
Kielellineintulkinta relevanttiir}\muotoon
v I
B B G
Laadu!llnen T Laadulliset kysymykset Lasketaan numeerinen il
tU"iInta Vast‘%us F
¥ f Formaalin kielen
= [ c F H  ymmaértiminen
Mdrallinen Mairilliset kysymykset Valitaan aritmeettiset
tulklmta operaatiot
N7
D E
Sovittaminen maaralliseen Sovittaminen matemaattiseen
muotoon muotoon

Kuvio 3. Arkielaman ongelmatehtdvan ratkaisuun liittyvat vaiheet ja prosessit (Nesher, 1980)

Useissa tutkimuksissa on havaittu, ettd matemaattinen mallintaminen matematii-
kan tunnilla on erilaista kuin mallintaminen arjessa. Pearla Nesher (1980) kertoo ar-
tikkelissaan tasta hyvan esimerkin. Han esitti 5.-luokkalaisille oppilaille kysymyksen:
”Jos kannulliseen 60-asteista vetta lisataan yhta suuri kannullinen 10-asteista vetta,
mita tapahtuu?” Oppilaat vastasivat tiahan "saadaan 70-asteista vetta”. Jos han sen
sijaan kysyi: "Mita tapahtuu, kun kuumaan veteen lisataan kylmaa vetta?”, vastaus oli
aina "haaleaa vetta”. (Nesher, 1980.)

Oppilailla onkin taipumus tarkastella tehtavia joko realistisesti tai eparealistisesti.
Kirjassaan Making Sense of Word Problems Eric de Corte, Brian Greer, Lieven Ver-
schaffel (2000) kertovat tehtavasarjoista, joissa oppilaiden tuli ratkaista tehtavapa-
reja. Tehtavapariin kuului seka standardi matematiikan tehtava etta ongelmatehtava.
Esimerkkeina seuraavaksi on kaksi heidan tehtavapariaan:
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e Standarditehtava (Ystavat):

Pete jarjesti 10-vuotissyntymapaivajuhlat ja kutsui ystavidan juhlimaan. Han
kutsui juhliin 8 poikaa ja 4 tyttoa. Kuinka monta vierasta hanella oli juhlissaan?

e Ongelmatehtava (Ystavat):

Karrilla on 5 ystavaa ja Laurilla on 6 ystavaa. He paattavat jarjestaa yhteiset
juhlat ja kutsuvat kaikki ystavansa. Kaikki tulivat paikalle. Kuinka monta
vierasta juhlissa oli?

e Standarditehtava (Lankut):

Tiina osti 5 lankkua, jotka olivat 2 metrin mittaisia. Kuinka monta metrin mit-
taista palaa han sai sahattua lankuista?

e Ongelmatehtava (Lankut):

Tiina osti 4 lankkua, jotka olivat 2,5 metrin mittaisia. Kuinka monta metrin
mittaista palaa han sai sahattua lankuista?

Tutkimuksissa selvitettiin, kuinka moni 10—11-vuotiaista oppilaista vastasi realis-
tisesti ongelmatehtavaan. Realistiseksi luokiteltiin vastaus, jossa vastaaja joko Kkir-
joitti Ystavat-tehtavaan, etta “ei voida tietda, kuinka monta vierasta juhlissa oli” tai
Lankut-tehtavaan esimerkiksi 4 - 2 = 8 tai ”10 palaa, mutta kahden liimaamisessa yh-
teen oli kova ty0”. Ystavat-tehtavain realistisen vastauksen antoi 11 % vastaajista ja
Lankut-tehtavaan 14 % vastaajista. (de Corte ym., 2000.)

Matemaattisessa mallinnuksessa vaikuttavatkin kolmenlaiset tekijat: tehtavdadn
liittyvdt tekijat, henkilokohtaiset tekijdt ja prosessitekijdt. Tehtavaan liittyvia teki-
joita ovat tehtdvdan kieli, tehtdvdn konteksti ja sen tuttuus tai outous ja tehtdvdn
kompleksisuus. Tehtava vaikeutuu, jos siind on liikaa tai liian vahan informaatiota,
jos se on avoin tai ratkaistavissa useilla tavoilla. Henkilokohtaisia tekijoita taas ovat
luetaan ongelmanratkaisustrategiat, erilaiset ongelmatyypit ja nithin liittyvdt vai-
keudet. (Leiss ym., 2019)

Ongelmanratkaisussa keskeista on, etta osallistujat osaavat tarttua toistensa ide-
oihin, jakaa aktiivisesti omia ideoitaan, ottaa huomioon ryhman jasenten vahvuudet
ja myos heikkoudet, saadella tyoskentelyaan ja rakentaa yhdessa tietoa. Ongelmateh-
tavan ratkaisussa on havaittavissa kolmenlaisia strategioita: tyostamisen, toistami-
sen ja organisoinnin strategioita. Naista tyostamisen strategiat liittyvat tehtavan
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kontekstiin ja siihen liittyvien kysymysten selvittelyyn. Tutkimuksissa on havaittu,
etta oppilaat esittavat itselleen useita tehtavan kontekstiin liittyvia kysymyksia. Tois-
tamisstrategioita ovat jonkin tekstin osan lukeminen uudestaan ja uudestaan, ja koko
tehtavan lukeminen lapi useita kertoja. Yleensa oppilaille riittaa lukea sittemmin vain
patkia tehtavasta, kun se on jo pariin kertaan luettu kokonaisuudessaan lapi. Ratkai-
sun vaiheisiin kuuluu myos organisointistrategioita, kuten joidenkin tekstin kohtien
yhteen vetamista, alleviivausta ja muistiinpanojen tekemistia. Naista muistiinpanot
olivat tutkimuksissa keskeisimpia. (Leiss ym., 2019.)

Kun halutaan lisata vuorovaikutteisuutta ja ongelmanratkaisua osaksi matematii-
kan opiskelua, myos formatiiviseen arviointiin on kiinnitettdva huomiota. Formatii-
visen arvioinnin on havaittu kehittavan juuri paattely- ja perustelutaitoja, joita pis-
teittaiselld tai summatiivisella arvioinnilla on vaikea kehittaa. (Herbert ym., 2022).
Myos formatiivinen arviointi on tarkea teema LUMATIKKA-hankkeen kursseilla ja
sen voidaan katsoa kehittavan 21. vuosisadan taidoista erityisesti elaméantaitoja. Seu-
raavaksi tarkastelemmekin viela formatiivista arviointia paattelyn tukena.

7 Formatiivinen arviointi paattelyn tukena

Herbert ja kumppanit (2022) ehdottavat opettajan avuksi kehikkoa, joka tarkentaa
pddttelyn muotoja ja auttaa opettajaa havaitsemaan niita oppilaiden tyoskentelyssa.
Kun opettaja havaitsee paattelyyn viittaavia toimintoja, hanen on helpompi tarttua
niihin ja kehittaa niita. Kehikossa onkin esitetty toiminnot syvenevassa jarjestyksessa,
jolloin opettaja voi koettaa ohjauksellaan siirtaa oppilaitaan aina seuraaville tasoille.

Paattelytaidot voidaan jakaa kolmeen osataitoon analysointi, yleistdminen ja pe-
rusteleminen. Analysointia ovat taito vertailla ja asettaa vastakkain. Oppilaiden
tyoskentelyssa nama saattavat nakya samankaltaisuuksien havaitsemisena ja yrityk-
sina luokitella tehtavan tietoja numeeristen tai visuaalisten ominaisuuksien perus-
teella, havaittujen kategorioiden jarjestimisena ja nimeamisena, esimerkkien keksi-
misena eri kategorioihin ja ennusteiden laatimisena. Nama viimeiset toimet osoitta-
vat jo erinomaisia analysointitaitoja. (Herbert ym., 2022.)

Yleistamista kuvaavat johtopddtelmien tekeminen, kyky siirtdd havaittu ominai-
suus tilanteesta toiseen, selittadminen, mitd tapahtuu, ja uuteen tilanteeseen sovitta-
minen. Tyoskentelyn aikana nama voivat nayttaytya esimerkiksi oppilaan yrityksena
saada muut ryhmassa huomaamaan jokin ominaisuus tai saanto ja kuvailla sita sa-
noin, piirtiden, eleilla tai muilla visualisointikeinoilla. (Herbert ym., 2022.)
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Tassa kohtaa on hyva ottaa esille havainnollistaminen, joka tulee esille ylaluokkien
7—9 kurssilla ja liittyy 21. vuosisadan taidoista tyoskentelyn taitoihin ja valineisiin.
Havainnollisuutta tutkittaessa puhutaan tutkimuksissa usein visuaalisuudesta. Visu-
alisoinnilla tarkoitetaankin juuri kykya tuottaa, tulkita ja kayttaa piirroksia, kuvia ja
kaavioita joko mielessiaan, paperilla tai teknologisia apuvalineita kayttaen (Presmeg,
2014). Oppitunnin kontekstissa visualisointia kayttavat seka opettaja havainnollista-
essaan opetustaan ettd oppilas, kun hian tukee esimerkiksi piirtimalla omaa mate-
maattista ajatteluaan ja ongelmanratkaisuaan. Molemmissa tapauksissa visualisointi
tahtaa ajatuksenvaihtoon, ideoiden kehittelyyn ja ymmarryksen lisiantymiseen.

Tutkimuksissa on havaittu, etta visualisoinnissa ei ole eroa eri sukupuolten valilla,
mutta sen sijaan opettajien ja oppijoiden valilla on havaittavissa merkittava ero. Op-
pijat tarvitsevat paljon enemman visuaalista tukea kuin heidan matematiikan opetta-
jansa (Presmeg, 2014). Tama on tarkea havainto, silla opettajat kokiessaan havain-
nollistamisen omalta kohdaltaan tarpeettomaksi, jattavat sen kayton vihemmalle.
Tutkijat ovat kuitenkin havainneet, etta visualisointi parantaa huomattavasti oppilai-
den matematiikassa suoriutumista (Gulsen Turgut & Turgut, 2018). Opettajan kan-
nattaa siis kayttda havainnollistamista opetuksessaan ja kannustaa oppilaitaankin
hyodyntamaan sita opiskelussaan.

Paatellessaan matemaattisesti oppilaat kuitenkin siirtyvat visualisoinnista seuraa-
viin muotoihin. Usein oppilas, joka on kyennyt havaitsemaan jonkin yleistettavan
ominaisuuden tehtavasta, ja jolla on hyvat matemaattiset taidot, pyrkii myos esitta-
maan sita symbolien, lausekkeiden tai kaavan avulla ja selittimaan, mita han nailla
tarkoittaa. Han saattaa myos soveltaa saantoa loytaakseen uusia esimerkkeja ja muo-
kata saantoa toimivampaan suuntaan. (Herbert ym., 2022.)

Perustelemiseen liittyvia taitoja ovat looginen ajattelu, selittdminen miksi, todis-
taminen, arvioiminen ja loogiseen lopputulokseen pddseminen. Perustelemisen tai-
dot tulevat nakyviin oppitunnin tyoskentelemisessa silloin, kun oppilas kertoo, mita
tehtiin ja pyrkii selittamaan, miksi saatu ratkaisu on oikein. Edistyneempia peruste-
lemisen taitoja osoittaa, kun oppilas pyrkii osoittamaan testaamalla, etta saatu rat-
kaisu toimii, osaa havaita ja korjata virheita tai epijjohdonmukaisuuksia, kykenee pe-
rustelemaan paatelmiaan nojaten saantoon tai vastaesimerkkiin, kayttaa loogisia ar-
gumentteja perustelemisensa tukena ja ehka vaativimpana kaikista osaa perustella
aukottomasti, ettd vaite on tosi ja patee kaikissa tilanteissa. (Herbert ym., 2022.)
Analysointi, yleistiminen ja perusteleminen linkittyvat lopulta kaikkiin niihin taitoi-
hin, joita olemme kuvanneet ja joiden kehittamista pitaneet tarkeana.
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8 Pohdinta

LUMATIKKA-hanketta suunniteltaessa halusimme rakentaa 7.—9.-luokkien ja lukion
matematiikan opettajille kursseja, jotka vastaavat sekia opetussuunnitelmien haastei-
siin etta 21. vuosisadan taitojen huomioimiseen opetuksessa. Halusimme niiden tu-
kevan viimeisimman tutkimustiedon niakemysta hyvasta matematiikan opetuksesta.
Artikkelissa esittelimme syita, miksi juuri tietyt teemat valittiin mukaan (ks. kuvio 4).

Havainnollisuus

Kielentdminen

Formatiivinen
arviointi

Mallintaminen Ongelmanratkaisu

Paittely

Kuvio 4. LUMATIKKA-koulutuksen ylakoulun 7-9 luokkien ja lukion osioiden keskeiset sisallot

Yhteisollisyys, kielentiminen, mallintaminen ja ongelmanratkaisu, seka naiden
rinnalla formatiivinen arviointi, paattely ja havainnollisuus, ovat matematiikan ope-
tuksen perusta, joka vastaa opettajien tarpeisiin, herattelee jo tuttuja teemoja uudella
tavalla, syventaa nakokulmia, havahduttaa pohtimaan ja ylipaataan nostaa keskuste-
lua matematiikan oppimisesta, opetuksesta ja opiskelusta. Yhdessa nama muodosta-
vat kokonaiskuvan siita, mitd matematiikan opetuksessa tilla hetkella tavoitellaan.
Naista lahtokohdista LUMATIKKA-kurssit tarjoavat tukea opettajille oman opetuk-
sen kehittamiseen.
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