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Tiivistelma: Kirjallisuuden ja aikaisempien tutkimusten mukaan perinteisesti kou-
lumatematiikan opetuksessa painotettu proseduraalinen osaaminen ei yksindan riita
matematiikan oppimisen onnistumiseen. Vuoden 2014 perusopetuksen opetussuun-
nitelman perusteet painottavat oppilaiden matemaattisten kasitteiden ymmarryksen
merkitystd. Tassd artikkelissa esitellddan Lehtosen vaitostutkimus esimerkkina,
kuinka oppimisteknologian kaytto voi tukea alakoululaisten matemaattisten kasittei-
den ymmarrysta. Vaitostutkimuksen aikana kehitettiin moniesitysmuotoinen oppi-
misviline alakoululaisten yhtdlonratkaisun oppimista varten. Kehitetty oppimisva-
line yhdistaa fyysisten ja digitaalisten valineiden vahvuudet: fyysisten osien liikkumi-
nen saa oppilaat ajattelemaan omaa toimintaa, kun taas digitaaliset osat motivoivat
oppilaita oppimaan sekd mahdollistavat reaaliaikaisen ohjauksen ja palautteen saa-
misen. Luokkakokeilussa osoitettiin, etta kehitetyn oppimisvalineen kaytto yhdessa
matemaattisen ajattelun kielentamisen mallin kanssa tuki neljasluokkalaisten yhta-
Ionratkaisun kasitteiden oppimista. Kehitetty toimintamateriaali toimi oppilaiden
oppimisen, kommunikoinnin ja vuorovaikutuksen vilineena. Oppilaat pitivat kehi-
tettya valinetta oman oppimisen kannalta hyodyllisena, helppokayttoisena ja miellyt-
tavana kayttaa. Lisdksi he kokivat tekemailla oppimisen ja yhteisollisen kielentdmisen
mielekkaaksi tyotavaksi tulevaisuudessa matematiikan oppimiseen.
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1 Johdanto

Perinteisesti koulumatematiikan opetuksessa painotetaan oppilaiden proseduraali-
sen sujuvuuden kehittamista. Kuitenkin kirjallisuus ja tutkimukset ovat osoittaneet,
etta proseduraalinen osaaminen (joustava, tasmallinen, tehokas ja tarkoituksenmu-
kainen toimintojen suorittaminen) ei yksinaan riita matematiikan tavoitteiden mu-
kaiseen oppimiseen (Kilpatrick ym., 2001; Schoenfeld, 2007). Kilpatrickin ja muiden
(2001) mukaan matemaattinen osaaminen koostuu proseduraalisen sujuvuuden li-
saksi useammasta muusta osa-alueesta, joista yksi keskeinen on kdasitteellinen ym-
madrrys (matemaattisten kasitteiden, operaatioiden ja relaatioiden ymmartaminen).
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Matematiikan opetuksessa keskitytaan usein saantoihin ja niiden soveltamiseen eika
niiden ymmarrykseen perustuvaan oppimiseen (Bogomolny, 2007; Kilpatrick ym.,
2001). Yhtalonratkaisu onkin yksi esimerkki naista matematiikan sisaltoalueista.

Vuoden 2014 perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (Opetushallitus,
2015) painotetaan, etta matematiikan opetuksen yhtena tehtavana on tukea oppilai-
den matemaattisten kasitteiden ymmarrysta. Lisaksi korostetaan konkretian, toimin-
nallisuuden seka tieto- ja viestintateknologian keskeista asemaa peruskoulun mate-
matiikan opetuksessa ja oppimisessa. Opetuksessa oppilaita kannustetaan esitta-
maan matemaattista ajatteluaan, paatelmiaan ja ratkaisujaan kielentaen eli konkreet-
tisilla valineilla, suullisesti, kirjallisesti, piirtden seka tieto- ja viestintateknologialla.
Algebra-sisaltoalueen osalta tavoitteena on, ettd 3.—6. luokkien oppilaat tutustuvat
tuntemattoman kasitteeseen, tutkivat yhtaloa seka etsivat yhtalon ratkaisuja kokeile-
malla ja paattelemalla.

Artikkelin tarkoituksena on esitella, kuinka teknologisen ja konkreettisen toimin-
tamateriaalin kaytto kielentamisen avulla voi tukea oppilaiden matemaattisten kasit-
teiden ymmartavaa oppimista. Esimerkkina kaytetdan Lehtosen (2022) vaitostutki-
musta, jossa tutkittiin multimodaalisen eli moniesitysmuotoisen teknologisen ja
konkreettisen vilineen hyodyntamista alakoululaisten yhtalonratkaisun kasitteiden
oppimisessa.

1.1 Kielentaminen matemaattisten kasitteiden oppimisessa

Perinteiseen koulumatematiikan opetukseen on kuulunut hiljainen tyoskentely ja op-
pilaiden muodollisesti tasmallisen ilmaisun vaatimus matematiikan tunneilla. Kum-
massakin naista oppilaan oma ajattelu jaa pimentoon opettajalta ja vertaisryhmalta.
Vain merkitty suoritus ja lopputulos on nahtavissa tai kuultavissa. Tama on eras ha-
vainto, minka pohjalta on lahdetty kehittamaan matemaattisen ajattelun kielentami-
sen pedagogista mallia (Joutsenlahti 2003) matematiikan opetukseen alakoulusta yli-
opistotasolle asti.

Siina missa matematiikan symbolikieli kattaa ilmaisun matemaattisin merkein,
voidaan luonnollista kielta ilmaista sanallisesti tai kirjoitettuna, kuviokielta piirroksin
ja taktiilista kielta esimerkiksi toimintamateriaalien ja muun oman toiminnan myota
(Joutsenlahti & Rattya, 2015). Kuviossa 1 on hahmoteltu, mitd nama mainitut kielet
voisivat olla yhtalonratkaisun oppimisessa.
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TAKTILINEN MATEMATIIKAN
TOIMINNAN KIELI SYMBOLIKIELI

Q“ x+1=4

¥ g /] 3+1= g
X =
&
MATEMAATTINEN
AJATTELU

E “Miké on luku, johon
HE EEERN lisdtaan yksi, ja saatu
summa on yhta suuri

A kuin nelj&?”

LUONNOLLINEN
KUVIOKIELI KIELI

Kuvio 1. Kielentaminen yhtalonratkaisun oppimisessa (sovellettu Joutsenlahti ja Rattya, 2015, s. 52)

Aikaisempien tutkimusten mukaan kielentaiminen tukee koko luokan toimintaa eli
oppilasta, vertaisryhmaa ja opettajaa (Joutsenlahti & Rattya, 2015). Kielentaminen
mahdollistaa oppilaalle ja myos opettajalle multimodaalisen ilmaisun ajattelulleen,
jossa kukin voi omin sanoin, piirroksin ja tekemalla nayttia omaa matemaattista ajat-
teluaan. Nain myos oppilas rakentaa samalla merkityksia kasitteille ja liittaa niita
aiemmin kokemaansa ja oppimaansa. Oppilaalle rakentuu ymmarrys opittavasta asi-
asta, eika se ole vain muistinvarainen saantokokoelma. Lisaksi opettaja voi arvioida
ja ohjata oppilaita tasmallisemmin kunkin tarpeen mukaan. Vertaisryhma ymmartaa
usein paremmin toisten oppilaiden selityksia kuin vain aikuisen opettajan. Vertais-
ryhman kieli ja ilmaisut elavat ajassa. Kielentamisen avulla voidaan systemaattisesti
rakentaa merkityksia yksin ja ryhmassa seka suullisesti etta kirjallisesti uusista opit-
tavista asioista. Tarkastelemme seuraavaksi kielentamista ja toimintamateriaalin
kayttoa yhtalonratkaisun opiskelussa.

1.2 Toimintamateriaalit matemaattisten kasitteiden oppimisvalineina

Useiden oppimisteorioiden (mm. Bruner, 1966; Piaget, 1965) mukaan toimintamate-
riaalit eli toimintavalineet tai konkreettiset oppimisvilineet voivat auttaa oppilaita
konkretisoimaan abstrakteja matemaattisia kasitteitd. Toimintamateriaaleita
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kayttaessaan oppilaat rakentavat opittavan asian ymmarrysta multimodaalisuuden
(muun muassa taktiilisen toiminnan ja visuaalisten esitysten) kautta (McNeil & Jar-
vin, 2007; Moyer, 2001). Monissa maissa, Suomi mukaan lukien, opettajat pitavat
toimintamateriaalien roolia merkittavana matematiikan oppimisessa (esim. Joutsen-
lahti & Vainionpaa, 2010; Juhola, 2018; Marshall & Swan, 2008: Yla-Rautio, 2021).

Alakoulumatematiikan oppimisessa kaytetaan usein toimintamateriaaleja, kuten
arjen esineita (esimerkiksi noppia ja kolikoita) tai matematiikan oppimista varten
suunniteltuja valineita (esimerkiksi kymmenjarjestelmavalineita ja murtokakkuja).
Viime aikoina myos digitaalisten toimintamateriaalien, kuten tablettisovellusten,
kaytto on lisaantynyt matematiikan opiskelussa. Kuitenkin on huoli, etta digitaaliset
oppimisvalineet voivat aiheuttaa ongelmia oppimiselle (Magruder, 2012; Pires ym.,
2019).

Aikaisempien tutkimusten mukaan toimintamateriaalit eivat itsessdan tue oppi-
mista, vaan niita on kaytettava mielekkaasti ja tarkoituksenmukaisesti osana opetusta
(Manches ym., 2010; McNeil & Jarvin, 2007). Toimintamateriaalien mekaanisen kay-
ton sijaan on suositeltu, ettd oppilaiden on pohdittava toimintamateriaalien kautta
opittua (Clements, 1999) seka keskusteltava luokkakavereiden kanssa omista havain-
noistaan ja ratakisuistaan (Marshall & Swan, 2008).

2 Multimodaalinen teknologinen toimintamateriaali yhtalon-
ratkaisun kasitteiden oppimisessa

2.1 Kehitetty toimintamateriaali

Vaitostutkimuksen esivaiheessa havaittiin, etta fyysisia (perinteisia) toimintamateri-
aaleja liikuttaessa oppilaat keskittyivat oman yhtalon ratkaisemisen prosessiin ja pik-
kuhiljaa konkretisoivat opittavia kasitteitad. Kun taas tablettisovellusta kaytettaessa
monet oppilaat ratkaisivat yhtaloita samalla tavalla kuin pelaisivat pelia. He eivat jaa-
neet ajattelemaan opittavaa asiaa vaan painelivat ja pyyhkaisivat sormin tabletin ruu-
tua. Toisaalta sovellus motivoi oppilaita ja antoi heille reaaliaikaista ohjausta ja pa-
lautetta.

Tampereen yliopiston tietojenkasittelytieteen opiskelijatiimin kanssa yhteistyossa
kehitettiin edella kuvattujen havaintojen pohjalta multimodaalinen teknologinen toi-
mintamateriaali. Kehitetty toimintamateriaali yhdistaa fyysisten ja digitaalisten toi-
mintamateriaalien vahvuudet hyodyntamalla multimodaalista teknologiaa (ks. kuva
1). Oppilas manipuloi sovellusta liikuttamalla fyysisia esineita (kymmenjarjestelma-
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valineita ja harmaita, yhtalossa tuntematonta symboloivia levyja) kosketusnayton
painelun ja pyyhkaisyn sijaan. Oppilaan toiminnan mukaan sovellus antaa ohjausta
ja palautetta eri esitysmuotojen kautta tekstin, kuvina ja matematiikan symboleina.

Kuva 1. Oppilaan vuorovaikutus kehitetyn multimodaalisen teknologisen toimintamateriaalin kanssa. Vuo-
rovaikutus tapahtuu taktiilisen toiminnan, kirjoitetun, kuviokielen ja matematiikan symbolikielen kautta.
(CC BY 4.0: Lehtonen ym., 2020, s. 10)

Kuvassa 2 esitetaan, miten yhtalo x + 1 = 4 ratkaistaan vaiheittain kokeilemalla tai
paattelemalla kehitetyn toimintamateriaalin avulla.

Kuva 2. Yhtalon x + 1 = 4 vaiheittain ratkaiseminen kokeilemalla tai paattelemalla
(CC BY 4.0: Lehtonen ym., 2020, s. 10)

Tehtavan alussa sovellus antaa ratkaistavan yhtalon matematiikan symboleilla eli
kaksi lauseketta (yhtasuuruusmerkin vasen ja oikea puoli), jotka ovat yhta suuret
(esim. kuvassa 2 yhtilona x + 1 = 4). Sen jalkeen oppilas muodostaa yhtalon
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annetuista lausekkeista fyysisilla esineilla tabletin naytossa olevaan vaakaan (esim.
kuvassa 2a yksi tuntematon levy ja yksi ykkoskuutio vaa’an vasemmalle puolelle ja
nelja ykkoskuutiota vaa’an oikealle puolelle). Yhtalon muodostamisen jalkeen oppilas
ratkaisee yhtalon lisiamalla ykkoskuutioita tuntemattoman levylle (esim. kuvassa 2b
nakyy kuviokielella ja matematiikan symbolikielella, etta kaksi ykkoskuutiota yhteen-
laskettuna on vahemman kuin nelja ykkoskuutiota eli 1 + 1 < 4), kunnes vaaka on
tasapainossa. Talloin yhtalo on ratkaistu (esim. kuvassa 2c huomataan, ettia yhteen
laskettaessa kolmea ja yhta ykkoskuutiota saadaan nelja ykkoskuutiota. Siis tama
summa on yhta suuri kuin nelja ykkoskuutiota eli 3 + 1 = 4).

2.2 Kokeilu alakoulussa

Kehitettya toimintamateriaalia ja siihen liittyvaa oppilaan monistetta ja opettajan
opasta kokeiltiin eradassa neljannessa luokassa 45 minuutin oppitunnin aikana vuo-
den 2019 kevaalla. Luokassa ei ollut opetettu yhtalonratkaisua aikaisemmin. Oppi-
tunnin alussa luokanopettaja opetti koko luokalle yhtalonratkaisuun tarvittavat kasit-
teet annettujen materiaalien mukaan:

e Yhtidlo muodostuu kahdesta lausekkeesta, jotka molemmat ovat yhta suuret.

e Yhtilon voi kuvitella tasapainovaa’aksi, jossa molemmat puolet painavat yhta
paljon.

e Yhtalossa voi myoOs esiintya tuntematon luku, jota voidaan merkita milla ta-
hansa kuviolla tai merkilla, esimerkiksi tahden kuvalla tai x-kirjaimella.

e Yhtalon ratkaisut ovat tuntemattoman luvun arvot, joilla yhtalo on tosi eli yhta-
16n molemmat puolet ovat yhta suuret.

e Yhtalon voi ratkaista kokeilemalla tai paattelemalld, mika luku sopii tuntemat-
toman paikalle, jotta yhtalo on tosi.

Taman jalkeen opettajan johdolla koko luokka ratkaisi muutamia yhtaloita yh-
dessa joko kokeilemalla tai paattelemalla. Sitten oppilaat tekivat itsenaisesti harjoi-
tustehtavat parin kanssa. Jotta toimintamateriaalia kaytettaisiin mielekkaalla tavalla,
oppilaita kannustettiin muodostamaan ja ratkaisemaan yhtaloita yhdessa kayttamalla
toimintamateriaalia sekd samalla keskustelemaan parin kanssa omista havainnois-
taan ja ratkaisuistaan (ks. kuva 3). Yhtalon ratkaisemisen jalkeen jokainen oppilas
kuvasi kirjoittamalla ratkaisun ja sen prosessin omalle monisteelle tekstina, kuvina
ja/tai matematiikan symboleina.
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Kuva 3. Oppilaspari harjoitteli yhtalonratkaisua kehitetyn toimintamateriaalin ja kielentamisen avulla.

Luokkatyoskentelyssa toimintavalineella havaittiin kolme erilaista kayttotarkoi-
tusta. Oppilaat kayttivat sitd oppimisvalineend, kommunikoinnin ja vuorovaikutuk-
sen valineena seuraavilla tavoilla.

Oppimisvdlineend: Parityoskentelyn aikana oppilaat rakensivat yhtalonratkaisun
kasitteiden ymmarrysta kielentamisen ja vuorovaikutuksen kautta. Oppilas ratkaisi
yhtaloita konkreettisesti fyysisia esineita liikuttamalla. Kun oppilas liikutti esineita,
yhdisti taktiilisen toimintansa muihin esitysmuotoihin (puhuttuun, kirjoitettuun, ku-
vio- ja matematiikan symbolikieleen) seka selitti toiselle paatelmiaan ja ratkaisujaan,
han jasensi pikkuhiljaa omaa matemaattista ajatteluaan. Samalla toinen oppilas oppi
katsomalla ja kuuntelemalla, miten pari ratkaisi yhtaloita vaiheittain. Koska oppilaat
saivat sovelluksesta nopeita ohjeita ja palautteita, esimerkiksi mita pitdisi tehda tai
oliko ratkaisu oikea, he pystyivat tekemaan tehtavia paaosin ilman opettajan apua.
Lisaksi oppilaat keskittyivat tehtavien tekemiseen, eika toiminnan aikana tullut ulko-
puolisia hairiotekijoita, jotka olisivat keskeyttaneet heidan toimintansa.

Kommunikoinnin vdlineend: Tassa kokeilussa monet oppilaat selittivat seka itsel-
leen etta parilleen ratkaisuja paitsi luonnollisella kielella, niin my0s toiminnan kie-
lella toimintamateriaalien avulla. Onkin havaittu, etta lapset yleensa muodostavat asi-
oista omaa ymmarrystaan ennen kuin osaavat ilmaista sen puheena (Kilpatrick ym.,
2001) tai kirjoituksena (Laine ym., 2018).
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Vuorovaikutuksen vdlineend: Toimintamateriaali auttoi myos oppilaita olemaan
vuorovaikutuksessa toistensa kanssa. Sen avulla oppilaat tyoskentelivat yhdessa ak-
tiivisesti ilman opettajan kannustusta. Oppilaiden vuorovaikutus tapahtui, esimer-
kiksi kun toinen oppilas ratkaisi yhtaloita ja aaneen ajatteli ratkaisujaan, toinen katsoi
ja kuunteli tai kun toinen oppilas ratkaisi yhtaloita puhumatta, toinen katsoi.

Oppitunnin jalkeen jokaista oppilasta pyydettiin nayttamaan ja selittimaan tutki-
jalle, miten han ratkaisi yhtal6ita toimintamateriaalilla. Oppilaiden toiminnat ja seli-
tykset osoittivat, ettd he ymmarsivat yhtalonratkaisun kasitteet ja osasivat ratkaista
annetut yhtalot. Kuvassa 4 erds oppilas esitti ja selitti tutkijalle, miten han ratkaisi
yhtalon 8 = 1 + 4 + x toimintamateriaalilla:

(a) Tassa on kahdeksan (ositti vaa’an vasemmalla puolella olevaa kahdeksan
ykkoskuutiota). (b) Ja timéan [vaa’an oikean puolen] (osoitti vaa’an oikean puo-
len) pitaa olla yhta painava [kuin vasen puoli]. (c) Tahan (osoitti vaa’an oikealla
puolella olevan tuntemattoman levyn, jossa oli kolme ykkoskuutiota) pitaa li-
satd [kolme ykkoskuutiota], jotta ndma [vaa’an oikealla puolella olevat ykkos-
kuutiot] ovat yhteensa kahdeksan.

Kuva 4. Oppilas selitti yhtdlon 8 = 1 + 4 + x ratkaisusta. (CC BY 4.0: Lehtonen ym., 2020, s. 10)

Loppuhaastattelussa oppilaat suhtautuivat kehitettyyn toimintamateriaaliin posi-
tiivisesti monista syista. Oppilaiden vastauksista nousi esille kolme toimintamateri-
aalin mielekkyytta tukevaa ominaisuutta: hyodyllisyys, helppokdyttoisyys ja miellyt-
tavda kdayttokokemus.

Hyodylliseksi oppilaat kokivat sen, ettd teknologia mahdollisti reaaliaikaisen
opastuksen yhtaloita ratkoessa. Toimintamateriaali toimi samalla myos laskun tai rat-
kaisun tarkistamisvalineena. Hyodyllisena pidettiin myos sita, ettd toimintavaline

82



LEHTONEN & JOUTSENLAHTI (2022)

tuki uusien kasitteiden konkretisoinnissa seki johdatteli tutkivaan ja itseohjautuvaan
oppimiseen.

Oppilaiden mielesta toimintamateriaalia oli helppo kayttaa intuitiivisen kayttoliit-
tyman ansiosta. Tassa auttoi se, etta oppilailla oli jo entuudestaan kokemusta tabletti-
laitteiden kaytosta. Fyysisten esineiden manipulointi koettiin myos vaivattomaksi.

Oppilaat suhtautuivat kasilla tekemiseen, teknologian ja parin kanssa tyoskente-
lyyn motivoivampana tyoskentelytapana perinteiseen kyna-paperi-tyoskentelyyn ver-
rattuna. Kenties tasta miellyttavasta ja motivoivasta kayttokokemuksesta johtuen op-
pilaat kertoivat haluavansa kayttaa toimintamateriaalia yhtalonratkaisuun tulevai-
suudessakin.

Vahan aikaa tutkimuksen jalkeen tutkija sai kuulla luokan opettajalta, etta hanen
oppilaansa kokivat tekemisen kautta oppimisen ja yhteisollisen kielentamisen mie-
lekkaaksi tyotavaksi. Oppilaat halusivat jatkossakin matematiikan tunneilla tehda ka-
vereiden kanssa harjoitustehtiavia konkreettisia vilineita kayttaen ja keskustellen.

3 Lopuksi

Vaitostutkimuksessa kehitetty teknologinen toimintamateriaali kaytettiin kielenta-
malla ja vertaisryhman kanssa vuorovaikutuksessa yhtalonratkaisun kasitteiden op-
pimisessa. Tutkimustulokset ovat linjassa kirjallisuuden kanssa sen suhteen, etti toi-
mintamateriaalit tukevat oppilaiden uusien matemaattisten kasitteiden oppimista
(Ikdheimo & Risku, 2004), kommunikointia (Hiebert ym., 1997) ja vuorovaikutusta
(Harja, 2015).

Edella esitetyt esimerkit osoittavat, ettd teknologisten, konkreettisten valineiden
kaytto kielentamisen avulla voi todella tukea oppilaiden matemaattisten kasitteiden
ymmarrystd, kun niita kaytetdaan mielekkaasti ja pedagogisesti. Teknologiaa on siis
kaytettava tarkoituksenmukaisesti eika vain teknologian itsensa vuoksi.

Toivomme, etta artikkelimme kannustaa opettajia oppilaiden matemaattisten ka-
sitteiden ymmarryksen tukemiseen, esimerkiksi toimintamateriaalien avulla, saanto-
jen ulkoa muistamisen ja mekaanisen osaamisen sijaan. LUMATIKKA-taydennyskou-
lutusohjelman kurssit tarjoavat lisiaa tietoa, miksi ja miten kannattaa hyodyntaa kie-
lentamista ja toiminnallisuutta eri luokka-asteiden matematiikan opetuksessa ja op-
pimisessa. Toki matematiikan ymmartava oppiminen vie aikaa, mutta on kuitenkin
vaivan arvoista. Kasitteiden ymmarrys luo pohjan oppilaiden matemaattiselle osaa-
miselle seka lisaa oppimisen mielekkyytta ja iloa.
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