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Det Overgripande syftet med denna artikel ar att analysera och beskriva yngre
elevers uppfattningar av det matematiska i ett algebraiskt uttryck och utifran det
diskutera vad som kan utgbra kritiska aspekter for utvecklandet av mera
kvalificerade uppfattningar. Artikeln bygger pa data fran ett forskningsprojekt dar
elever i forskoleklass, arskurs 1 och arskurs 4 intervjuades med syfte att analysera
de aktuella elevernas kvalitativt skilda satt att uppfatta det matematiska i
algebraiska uttryck. Intervjuerna analyserades fenomenografiskt. Studiens resultat
visar tre kvalitativt skilda kategorier av yngre elevers uppfattningar av det
matematiska i algebraiska uttryck. Det matematiska i ett algebraiskt uttryck erfars
som “nagot som kan och bor rdknas ut”, “nagot som beskriver en relation mellan
komponenter” och “nagot som representerar en situation”. Vidare identifierades
tre kritiska aspekter i relation till kategorierna. De kritiska aspekter som ger
eleverna mojlighet att kvalificera sina uppfattningar for att utveckla ett mer
komplext kunnande av algebraiska uttryck ar att kunna urskilja att 1) ett uttryck
bestar av olika komponenter som har olika funktioner, 2) en och samma variabel i
ett uttryck har samma varde och 3) vardet pa en variabel i ett uttryck bestams
relationellt. Att urskilja sddana kritiska aspekter kan hjalpa eleverna att kvalificera
sitt kunnande. Saledes maste de kritiska aspekterna beaktas vid utformningen av
undervisningen.
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Younger students’ conceptions of the mathematics

in algebraic expressions

The overall purpose of this article is to analyze and describe younger students’
conceptions of or ways of experiencing the mathematics in an algebraic expression
and to discuss what can be critical aspects for the development of more qualified
conceptions. The article is based on data from a research project where students in
preschool class, Grade 1 and Grade 4 were interviewed with the aim of analyzing
the students' qualitatively different ways of experiencing the mathematics in
algebraic expressions. The interviews were analyzed with phenomenography. The
results show three qualitatively different categories of younger students’
conceptions of the mathematics in algebraic expressions. The mathematics in an
algebraic expression is experienced as “something that can and should be
calculated", "something that describes a relationship between components”, and
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”"something that represents a situation”. Furthermore, three so-called critical
aspects the students need to discern were identified in relation to the categories
1) an expression consists of different components that have different functions,
2) one and the same variable in an expression has the same value and 3) the value
of a variable in an expression is determined relationally. Discerning such critical
aspects may help the students to qualify their ways of knowing. Thus, the critical
aspects need to be considered in the design of teaching.

Keywords: algebraic expressions, algebraic thinking, critical aspects,
phenomenographic conceptions, primary education

1 Introduktion

En forutsattning for att utveckla kunskaper inom olika omraden i matematik ar en
forstaelse av algebra (Brating et al., 2018; Hemmi et al., 2020). Algebra ses av
tradition som ett av de mer kriavande matematiska innehallen i grundskolans
matematikundervisning och har i vastvarlden darfor tidigare introducerats ratt sent,
ofta forst i hogstadiet (se t.ex. Brating et al., 2019; Hemmi et al., 2020; Kilhamn &
Roj-Lindberg, 2019; Stacey & Chick, 2004). Saval svensk som internationell forskning
har de senaste decennierna fort fram argument som pekar pa vikten av att introducera
algebra tidigt i skolan, framst i syfte att utveckla elevers algebraiska tankande (se t.ex.
Blanton et al., 2015; Brating et al., 2019; Cai & Knuth, 2011; Davydov, 2008; Eriksson
& Jansson, 2017; Kieran, 2018; Mason, 2008, 2018; Schmittau, 2004, 2005).
Intresset for att introducera algebra tidigt i skolan kommer bland annat till uttryck i
hur laro- och kursplaner i matematik! formulerats. I Sverige och de ovriga nordiska
landerna framtrader likheter gallande kursplanernas centrala innehall for algebra och
nar detta innehall introduceras. I den finlindska kursplanen fran 2014 lyfts
exempelvis att eleverna i arskurs 1—2 ska erbjudas mojligheter att utveckla sin
formaga att upptacka likheter, skillnader och monster (Utbildningsstyrelsen, 2020).
Vidare ska de i arskurs 3—6 introduceras till begreppet obekant samt ges mojlighet att
undersoka ekvationer. Liknande innehall lyfts i den svenska (Skolverket, 2019), den
danska fran 2019 (Undervisningsministeriet, 2020) och den norska kursplanen
(Utdanningsdirektoratet, 2020). Gemensamt for kursplanerna ar att eleverna
inledningsvis introduceras till amnesinnehallet tal och monster, i form av monster i
talfoljder och talfoljder utifran en regel. I arskurserna 4—6 introduceras variabler och

" De nordiska l4ro- och kursplanerna anviinder olika begreppsapparater for likartade omraden. Exempelvis anvinds
laro- och kursplaner samt kompetenser, mal och formagor synonymt. I artikeln anvinds de svenska bendmningarna
for motsvarande omréden.
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ekvationer dar aven likhetstecknets betydelse behandlas.2 I Sverige betonas
likhetstecknets betydelse tydligare jamfort med de andra landerna. Detta framtrader
exempelvisien studie om svenska laromedel for de yngsta eleverna i form av uppgifter
dar vardet pa ett okant tal efterfragas 4 + _ = 8 (Hemmi et al., 2019). Denna typ av
uppgifter aterkommer aven i laromedel for arskurs 7—9.

Utifran forskning om algebraundervisning (utvecklas nedan) vet vi att elever
vanligen introduceras till algebra pa en aritmetisk grund i form av exempelvis
uppgifter riktat mot likheter dar vardet pa ett okant tal efterfragas. Samtidigt
argumenterar allt fler forskare for att elever snarare behover mota uppgifter och
situationer som utvecklar ett algebraiskt tinkande. Exempelvis behover elever fa en
mojlighet att utforska algebraiska strukturer (Blanton et al., 2015; Brating et al., 2018;
Kieran et al., 2016). Hur elever uppfattar algebraiska fenomen i form av det generella
(symboler, strukturer och relationer) i algebraiska uttryck eller ekvationer fokuseras
dock inte i sarskilt manga studier (se t.ex. Brating et al., 2019).

1.1 Syfte och fragestillningar

Syftet med foreliggande artikel ar att med hjalp av en fenomenografisk analys beskriva
och diskutera yngre elevers erfarande av det matematiska i algebraiska uttryck. Med
ett algebraiskt uttryck avses i denna artikel en meningsfull sammansittning av
matematiska symboler (Kiselman & Mouwitz, 2008). Det innebar exempelvis att a +
b — c och ax + b ar uttryck, men aven olikheten a < b och likheten (eller ekvationen)
a = b + c (James & James, 1976). I studien som ligger till grund for denna artikel har
vi anvant algebraiska uttryck i form av likheter av typen 5x = y. Vidare ar syftet att
identifiera potentiella kritiska aspekter i relation till mer kvalificerade uppfattningar
av algebraiska uttryck. Syftet preciseras i foljande tva fragestallningar:

e Vilka kvalitativt skilda satt att erfara algebraiska uttryck kan urskiljas?
e Vilka aspekter behover eleverna erfara for att de ska ges mojlighet att kvalificera
sina uppfattningar om algebraiska uttryck?

21 den reviderade svenska kursplanen i matematik som trider i kraft 1 juli 2021 introduceras obekanta tal och hur de
kan symboliseras redan i arskurs 1-3 och variabler och anvidndningen av variabler i exempelvis enkla algebraiska
uttryck och ekvationer samt algebraiska metoder for att 16sa enkla ekvationer introduceras redan i arskurs 4—-6
(Skolverket, 2020).
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2 Tidigare forskning om algebraundervisning

Aven om algebra idag introduceras redan i grundskolans ligsta &rskurser ir det
vanligast att det sker i vad van Oers (2001) bendmner som en aritmetisk
undervisningstradition, i form av det som kan beskrivas som pre-algebra (se t.ex.
Gravemeijer, 2002; Kaput et al., 2008; Kieran, 2006; Lins & Kaput, 2004; Riesbeck,
2008; Schmittau, 2004, 2005). Med ett aritmetiskt tinkande som grund kan elever
fa svart att fora ett mer generellt analytiskt resonemang om till exempel vad en
variabel representerar eller hur man kan forsta ett okant varde (Schmittau, 2004,
2005). Stacey och MacGregor (1999) betonar att nar elever i senare arskurser
introduceras till algebra, exempelvis i form av ekvationer, tenderar de att forsoka losa
dessa med en aritmetisk problemlosningsmetod genom att lagga in bestamda varden
for att pa detta satt kunna argumentera for en l6sning.

Krutetskii (1976) beskriver de problem manga elever har nar de moter algebra pa
foljande satt:

It was always very hard for our students to abstract themselves from concrete
numerical expressions. Our students had difficulty (some more, others less, but
all had difficulty!) understanding the very essence of algebra, which is an
operation with numerical abstractions. It was hard for them to understand that
letters in algebra are numbers deprived of their concrete expression.
(Krutetskii, 1976, s. 253—254)

Krutetskii menar alltsa att svarigheten for eleverna ar forstaelsen for att sjalva karnan
i algebra ar operationer med numeriska abstraktioner, det vill saga att bokstaver i
algebra ar okanda kvantiteter eller varden.

2.1 Tidig introduktion av algebra

For att motverka en del av de svarigheter som brukar uppsta senare i utbildningen
foresprakas inom forskningsfiltet early algebra att elever med fordel kan
introduceras till algebraisk problemlosning och algebraiskt tankande tidigt (Blanton
et al., 2018; Blanton et al., 2015; Brating et al., 2019; Cai & Knuth, 2011; Eriksson &
Jansson, 2017; Kieran, 2018; Kieran et al., 2016; Mason, 2008; Radford, 2015). Vad
som menas med termen “tidigt” skiljer sig dock at. Lange har "tidigt” refererats till
elever som ar 10—12 ar gamla medan det idag ar vanligare att anvianda termen tidigt”
i relation till algebra for elever i forskoleklass eller arskurs 1 (Blanton et al., 2015;
Kieran, 2011; Morris & Sloutsky, 1995).
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Enligt Blanton et al. (2015) anger Kaput (2008) tva grundlaggande handlingar for
att beskriva ett algebraiskt tankande: (i) att uttrycka generaliseringar i allt hogre grad
med formella och konventionella symbolsystem; och (ii) att fora och folja resonemang
med symboler. Utveckling av algebraiskt tankande inbegriper bland annat
utforskandet av generella, grundlaggande och teoretiska samband och strukturer
(Blanton et al., 2015; Davydov, 2008; Kaput, 2008; Venenciano & Dougherty, 2014).
Ett flertal forskare hanvisar idag till det matematiska program som utvecklats av
El’konin och Davydov som en framgangsrik modell for tidig introduktion av algebra
(se t.ex. Cai & Knuth, 2011; Kieran et al., 2016; Schmittau, 2004, 2005; Venenciano &
Dougherty, 2014). Davydov (1990) beskriver detta som "ascending from the abstract
to the concrete" (s. 173) och menar att elever, genom larandemodeller och kollektiva
reflektioner, forst behover lara sig att arbeta med generella strukturer och relationer
i exempelvis algebraiska uttryck, for att senare anvanda dem i konkreta numeriska
operationer. Kieran (2004) foreslar ocksa att elever tidigt pa olika satt behover arbeta
teoretiskt med algebra.

Algebraic thinking in the early grades involves the development of ways of
thinking within activities for which the letter-symbolic algebra could be used as
a tool, or alternatively within activities that could be engaged in without using
the letter-symbolic algebra at all, for example, analyzing relationships among
quantities, noticing structure /.../ generalizing, problem solving. (Kieran, 2004,

s.149)

Algebraiskt tankande kan enligt Kieran alltsa handla om anviandning av
bokstavssymboler vid analys av exempelvis relationer mellan kvantiteter, strukturer
och generalisering. Schmittau och Morris (2004) havdar att en tidig
algebraundervisning lagger grunden for ett pre-numeriskt tankande (att lara sig att
forsta olika tal som tal), i motsats till ett pre-algebraiskt tinkande som dominerar i
aritmetiska undervisningstraditioner. Schmittau och Morris jamfor den undervisning
som Davydov och hans kollegor i Ryssland utvecklat med motsvarande undervisning
i USA: "Thus, while children in the US have pre-algebraic experiences that are
numerical, Russian children studying Davydov’s curriculum have pre-numerical
experiences that are algebraic” (s. 61, emfas i original). Davydov (1975) benamner en
sadan undervisning som “algebraization of elementary mathematics” (s. 202). Idén
med en pre-numerisk forstaelse ar att eleverna behover utveckla en teoretisk grund
for att forsta olika tal som tal och att inte se tal i exempelvis uttryck enbart som
diskreta storheter, som heltal (Eriksson, 2015). Mot denna bakgrund behover en
undervisning som skapar forutsiattningar for elever att utveckla formagor som att
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resonera algebraiskt, att gora algebraiska generaliseringar samt att anvanda
algebraiska representationer erbjudas elever (Greer, 2008; Kaput, 1999; Usiskin,
1988). For att ha en grund for undervisningens utformning behover vi aven kunskaper
om hur elever uppfattar olika matematiska fenomen, som exempelvis algebraiska
uttryck.

2.2 Uppfattningar av algebraiska fenomen

I en systematisk litteratursokning3 framkommer det att forskningen gallande
uppfattningar av fenomen kopplat till algebra ar begransad. En storre del av studierna
undersoker aldre elevers, lararstudenters eller larares forestiallningar, uppfattningar
eller missuppfattningar gillande algebra. Ett fatal studier fokuserar yngre elevers
uppfattningar och annu farre studier har anvant en fenomenografisk ansats. I det
foljande har vi begransat oss till studier som beror algebraiska fenomen som uttryck,
ekvationer och likhetstecken. Ett flertal studier som till exempel beror monster,
funktioner och substitution har sorterats bort.

Aven om var studie direkt intresserar sig for de yngsta elevernas uppfattningar av
algebraiska uttryck har studier som riktar sig mot aldre elevers och larares
uppfattningar relevans for foreliggande artikel. Av de studier vi granskat finns
uppfattningar som ar av olika karaktar. Exempelvis framkommer det i en del av
studierna att elever har uppfattningar som inte ar av matematisk karaktar (tolkar
bokstaver alfabetiskt eller som en forkortning) men aven uppfattningar av att
algebraiska uttryck implicerar numeriska operationer (Knuth et al., 2005; MacGregor
& Stacey, 1997; Sfard & Linchevski, 1994; Stacey & MacGregor, 1997; Wagner, 1983).
Stacey och MacGregor exemplifierar hur elever tar med sig vardagserfarenheter in i
algebraundervisningen. Det kan till exempel inkludera elevers anvandningar av
bokstaver i andra sammanhang, operationer med sammansatta symboler (t.ex. 71/2,
34, X1II) och att lasa likhetstecknet som ett processtecken, det vill sdga att nagot "blir”.
I studier som har undersokt elevers uppfattningar av likhetstecknet erfars uttrycket
till vanster om likhetstecknet som en process och uttrycket till hoger som resultatet
(Frieman & Lee, 2004). Detta innebar att likhetstecknet signalerar att nagot ska “ska
goras”, det vill siga som ett processtecken (Kieran, 1981). Knuth et al. (2005) visar
aven pa en forstaelse av likhetstecknet som betecknande en relation, det vill saga att

3 Huvudsdkning gjordes i databasen Ebsco dér sokorden conception, perception, misconception, beliefs,
phenomenography, phenomenographic tillsammans med algebraic anvindes i olika kombinationer. Sokningar har
ocksa gjorts i SWEpub med motsvarande soktermer pa svenska. Aven kedjesdkning utifran fran tidigare kiinda
studier och de studier som identifierades i den systematiska sokningen har anvints.
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man skapar en likhet mellan de tva sidorna av en given aritmetisk ekvation (Carpenter
et al., 2003; Knuth et al., 2005). Ronda (2009) menar att det ar centralt att elever har
en forstaelse av den relationella aspekten i en ekvation da detta ar nasta steg for att
kunna losa uppgifter med tva variabler. Att notera ar att Attorps (2006) studie visar
att aven en del larare erfar ekvationer som en procedur, som ett svar eller som ett
uttryck.

En tidig studie som behandlar elevers uppfattningar av algebraiska
bokstavssymboler, genomford av Kiichemann (1981, jfr dven Wagner, 1983),
beskriver sex skilda uppfattningar: 1) bokstaven tilldelas ett varde; 2) bokstaven
anvands inte; 3) bokstaven anvands som objekt eller forkortning; 4) bokstaven
anvands som ett specifikt, okant tal; 5) bokstaven anvands som ett godtyckligt tal och
6) bokstaven anviands som variabel (for svensk oOversattning av Kiichemanns
kategorier se Olteanu, 2014). Aven i Kiichemanns kategorisering kan de tre forsta
kategorierna kopplas till sddana erfarenheter som Stacey och MacGregor (1997)
diskuterar. Det ar saledes endast kategorierna 4—6 ovan som kan ses som mer
matematiskt relevanta.

Ett flertal studier exemplifierar och diskuterar sddana uppfattningar som ses som
outvecklade, felaktiga eller som bygger pa missforstand. Fa studier tar sikte pa vad
elever som ser likhetstecknet som en processymbol behover urskilja for att utveckla
en mer algebraisk relevant forstaelse. Forskning som anvander variationsteori talar
om vilka aspekter av ett kunnande som eleverna behover lara sig — sa kallade kritiska
aspekter (se t.ex. Kullberg et al., 2017; Olteanu, 2007; Wernberg, 2009). Det som
annu inte urskilts ar dirmed det som i variationsteorin beskrivs som kritiska aspekter
(Pang & Ki, 2016).

Mot bakgrund av den tidigare forskningen som refererats ovan finns det saledes
skal att studera de yngsta elevernas uppfattningar av fenomen som algebraiska
uttryck, det vill siga inneborden i det kunnande eleverna forvantas utveckla.

3 Metod och analys

Data som ligger till grund for artikeln kommer fran ett trearigt forskningsprojekt,
2017-2019, finansierat av Skolforskningsinstitutet (2020), dar malet var att fraimja
elevers algebraiska resonemangsformaga (Eriksson et al.,, 2019; Stockholms
universitet, 2020). For att fa en grund for detta forskningsprojekt genomforde vi en
mindre fenomenografisk kartlaggningsstudie med elever fran forskoleklass, arskurs 1
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och arskurs 4. Det initiala syftet med kartlaggningen var att utforska och beskriva de
aktuella elevernas kvalitativt skilda satt att uppfatta algebraiska uttryck.

Sammanlagt 20 elever intervjuades, tio elever fran forskoleklass och arskurs 1
samt tio elever fran arskurs 4 vid tva olika skolor.4 Eleverna intervjuades parvis dar
utgangspunkt for sammansaittningen av elevparen var att de skulle besta av en elev
som bedomdes vara mer kunnig i matematik och en elev som bedomdes vara lite
mindre kunnig. Urvalet gjordes i samrad med undervisande larare med avsikten att
skapa forutsattningar for kvalitativt skilda uppfattningar giallande algebraiska uttryck
att framtrada. Eleverna i forskoleklassen, arskurs 1 och de i arskurs 4 hade inte
undervisats om algebra eller algebraiska uttryck innevarande lasar. Daremot hade alla
elever tidigare mott uppgifter dar vardet pa ett okant tal efterfragas.

3.1 Elevintervjuer

Fragorna i intervjuerna konstruerades utifran erfarenheter fran en pilotstudie dar
eleverna arbetat med Cuisenairestavars for att utforska relationella aspekter i
algebraiska uttryck. Utgangspunkten var att intervjufragorna skulle oppna upp for
elevers erfarande av olika aspekter av strukturer och relationer. Vi utgick aven fran
variationsteoretiska principer i utformningen av de konkreta exemplen som utgjorde
underlag for fragorna. Intervjuerna kan saledes beskrivas som materialbaserade (se
t.ex. Lindberg & Lofgren, 2010). En idé med materialbaserade intervjuer, som har ar
genomforda med hjalp av olika visuella representationer, ar att i ndgon man kunna
sakerstalla vilket fenomen som adresseras (Adawi et al., 2001; Ingerman et al., 2000;
Jagerskog, 2020). Samtidigt innebar detta givetvis ocksa en begransning i vad
intervjupersonerna kommer att tala om. Med sma barn ar det speciellt svart att
genomfora intervjuer sa att det valda fenomenet kan hallas i fokus (Jaidin, 2018;
Osterlind, 1998). Som nidmnts hade eleverna inte métt denna typ av algebraiska
uttryck tidigare varfor vi har utgatt ifran att den riggade intervjusituationen hjalpt till
att halla fenomenet algebraiska uttryck” i fokus. Fragorna utformades utifran en idé
om att eleverna skulle resonera om hur andra elever kunde ha tankt nar de loste
uppgifterna med intentionen att detta ocksa skulle 6ka forutsattningarna med att
halla fokus pa fenomenet.

* Eleverna som intervjuades i forskoleklass och arskurs 4 skulle delta i forskningslektionerna foljande termin.
> Cuisenairestavar #r ett slags relationellt laborativt material som bestar av stavar i olika lingder och firger, dir varje
langd har en viss farg (Kiichemann, 2019) (se Figur 1).
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3.2 Intervjufragorna

Intervjufragorna kombinerades, som namnts ovan, med material i form av bilder pa
skrivna algebraiska uttryck sasom 5x = y, 5¢ = z och k = 3e samt bilder dar de
algebraiska uttrycken gestaltades med hjalp av Cuisenairestavar (se Figur 1).

Figur 1. Materiell iscensattning av intervjusituationen under elevintervjuerna.

Aven Cuisenairestavar i fysisk form fanns tillgéingliga for eleverna. Vidare hade
eleverna tillgang till sma whiteboards med tillhérande whiteboardpennor. Samma
intervjufragor anviandes vid intervjuerna med samtliga elever, det vill sidga i
forskoleklass, arskurs 1 och arskurs 4. Vi stillde inga direkta fragor riktade till
fenomenet. Vi fragade siledes inte eleverna "Vad ar ett uttryck?”, utan genom att
eleverna fick arbeta med de algebraiska uttryck som var avbildade framtradde vad
och vilka aspekter eleverna innehallsligt fokuserade.

Ingangsfragan i intervjuerna var att vi sa att elever ”i en annan klass” hade fatt se
ett algebraiskt uttryck, 5x = y, och att eleverna ”i den andra klassen” fick i uppgift att
visualisera uttrycket genom att anvianda Cuisenairestavar: ”... i den klassen fick de
[eleverna] en uppgift /.../ de skulle visa eller lagga det har uttrycket: fem x ar lika med
y [5x = y]”. Efter ingangsfragan visade vi en bild pa en stavkonstruktion med en
orange stav med fem roda stavar bredvid (Figur 2) och la med fysiska Cuisenairestavar
en likadan stavkonstruktion som bilden pa Axels konstruktion. Sedan fragade vi hur
den eleven som hade lagt stavarna sa kunde ha tankt: "Axel la uttrycket sa har. Hur
kan Axel ha tankt och resonerat nar han gjorde det?”.
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Axel

Figur 2. Axels stavkonstruktion i relation till uttrycket 5x = y.

I den andra intervjufrdgan anvande vi en bild pa en annan stavkonstruktion som

ocksa illustrerade uttrycket 5x = y (Figur 3). Uttrycket holls saledes konstant medan

stavkonstruktionen varierades. Vi sa: "Lovisa la uttrycket sa har” och fragade darefter
”Hur kan hon ha tankt? Kan man gora sa?”

-

Lovisa
Figur 3. Lovisas stavkonstruktion i relation till uttrycket 5x =y.

I fraga tre valde vi att halla en stavkonstruktion konstant och variera uttrycket. Vi
visade Axels stavkonstruktion (Figur 2 ovan) och sa: "Pelle, en elev i en annan Kklass,
fick se Axels stavkonstruktion och Pelle fick i uppgift att skriva ett uttryck till den. Han

skrev uttrycket fem c ar lika med z [intervjuaren skrev samtidigt 5¢ = z pa en liten
whiteboard]. Hur kan han ha tankt nar han skrev det?”

10
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Den fjarde och sista fragan inleddes med att vi visade tre bilder pa olika
stavkonstruktioner som forslag till samma uttryck, k = 3e, och fragade hur de tre
fiktiva eleverna, Karim, Zara och Lisa, kunde ha tankt niar de la sina olika
stavkonstruktioner med Cuisenairestavar (Figur 4). De tre stavkonstruktionerna
stamde relationellt med varandra men endast tva av konstruktionerna stamde med

uttrycket k = 3e.
Zara i

Lisa

Karim

Figur 4. Karims, Zaras och Lisas stavkonstruktioner i relation till uttrycket k = 3e.

Samtliga intervjuer videofilmades och transkriberades i sin helhet utifran Linells
(1994) beskrivning: ordagrant, talsprakligt neutralt samt organiserat i replikform.
Aven gester och referenser till materialet som eleverna hade tillgang till har beskrivits
i hakparenteser (Nordin & Boistrup, 2018). Vid transkriberingen har elevernas namn
fingerats.

3.3 Fenomenografisk analys

Elevintervjuerna analyserades fenomenografiskt (Marton, 1981). En fenomenografisk
analys syftar till att forsta och beskriva kvalitativt skilda sitt att uppfatta eller erfara
ett fenomen. Ett grundantagande ar att manniskor, pa basis av vad de har erfarit i
livet, vilka situationer och problem de har mott, uppfattar ett fenomen pa ett specifikt
satt, det vill sdga att vi urskiljer olika aspekter ofta mer eller mindre komplexa sadana
(Marton, 1981; jfr Eriksson, 1999). Inom fenomenografi skiljer man pa forsta och
andra ordningens perspektiv, dar forsta ordningens perspektiv handlar om vad en
person framfor som sant eller varderar. Andra ordningens perspektiv, vilket ar
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fenomenografins intresse, handlar istallet om vad personerna erfarit och som darmed
ligger till grund for hur de uttalar sig. Enkelt uttryckt handlar forsta ordningens
perspektiv om det som star pa raderna i en transkriberad intervju medan andra
ordningens perspektiv handlar om det underforstadda, det som ligger bakom eller
bortom raderna (Marton, 1981; Pang, 2003). Bland personer verksamma inom en och
samma praktik, exempelvis matematiklarare, forskoleklasselever eller arskurs fyra-
elever ar det ovanligt att det forekommer en mycket stor variation av uppfattningar.
Detta innebar att fenomenografin inte intresserar sig for en enskild persons
uppfattningar, utan istallet antas en och samma person kunna ge uttryck for en eller
flera uppfattningar. En fenomenografisk analys resulterar sidledes vanligen i ett
begransat antal, men kvalitativt skilda, uppfattningar (Marton, 1981, 2015, jfr dven
Eriksson, 1999) Analysarbetet med att identifiera de olika uppfattningarna forutsatter
att bade kunna fokusera vad de intervjuade talar om (fenomenet) och hur de talar om
det. Resultatet fran en fenomenografisk analys utgors av ett antal kvalitativt skilda
uppfattningar presenterade som sinsemellan relaterade kategorier. Sammantaget
utgor kategorierna med deras inbordes relationer ett utfallsrum. Det innebar att det
som kvalitativt skiljer en uppfattning fran en annan ar begripligt forst nar de relateras
till varandra (Marton, 1981). Kategorierna i utfallsrummet foljer vanligen en
hierarkisk logik.

Variationsteorin kan ses som en vidareutveckling av fenomenografin. Den
anvander resultatet fran en fenomenografisk analys for att urskilja si kallade kritiska
aspekter. Detta innebar att en hierarkisk ordning pa kategorierna implicerar ett mer
differentierat urskiljande av olika aspekter. For att arbeta fram kritiska aspekter
analyseras kategorierna i relation till varandra for att identifiera aspekter som ar
urskilda i respektive kategori och i forlangningen vilka aspekter som behover urskiljas
for utvecklingen av en allt mer differentierad uppfattning.

3.4 Viagen fram till kategorier

Inledningsvis narlastes de transkriberade elevintervjuerna flera ganger med fokus pa
att identifiera vad eleverna talade om. Intervjumaterialet visade indikationer pa
utsagor som antydde att uttrycken eleverna presenterades for bland annat
uppfattades som en gata, en kluring, alfabetisk logik, att versaler och gemener hade
betydelse eller att bokstaverna kunde vara en forkortning. Eftersom det matematiska
innehallet algebra, har i form av algebraiska uttryck, var nytt for eleverna var det
ocksa vanligt att eleverna inledningsvis gissade och kopplade till vardagserfarenheter
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(fr MacGregor & Stacey, 1997; Stacey & MacGregor, 1997). I en fenomenografisk
mening utgor dessa icke-matematiskt relaterade uppfattningar ocksa uppfattningar
av fenomenet i frdga, men for forskningsprojektets behov var denna typ av
uppfattningar inte relevanta. De delar som inte innefattade matematiska aspekter
lades darfor at sidan. Detta innebar att fenomenet preciserades fran att inledningsvis
ha beskrivits som elevers uppfattningar av algebraiska uttryck till elevers
uppfattningar av det matematiska 1 algebraiska uttryck. Efter att denna
avgransning av data hade genomforts analyserades den kvarvarande sammantagna
texten med elevutsagor for att genom en komparativ och simultan lasning fa fram
uppfattningar. Utifran denna lasning utarbetades kvalitativt skilda kategorier som
provades mot den totala mangden elevutsagorna i materialet. Nar alla utsagor, eller
delar av en utsaga, kunde relateras till nagon av de identifierade kategorierna gjordes
en beskrivning av respektive kategori.

De larare som deltog forskningsprojektet men inte inledningsvis i analysarbetet
fick i validerande syfte i uppdrag att sortera elevutsagorna i de olika kategorierna.¢ De
utsagor som det inte rddde samstammighet kring granskades ater av forskargruppen?
och kategorierna justerades ytterligare. Kategorierna bearbetades och kalibrerades
saledes i flera steg. Analysarbetet kan med andra ord beskrivas med det Wahlstrom et
al. (1997) kallar for forhandlad samstammighet (negotiated consensus).

Efter valideringsarbetet utformades de slutliga kategorierna med
kategoribeskrivningarna och tillhorande exempel pa utsagor. Sammantaget bestar
utfallsrummet av foljande tre kategorier: "nagot som kan och bor raknas ut”, "nagot
som beskriver en relation mellan komponenter” och "ndgot som representerar en
situation”.

3.5 Fran kategorier av uppfattningar till kritiska aspekter

Utfallsrummet med sina tre kategorier analyserades darefter i ett nasta steg i syfte att
fanga de aspekter som skilde de olika satten att uppfatta det matematiska i algebraiska
uttryck fran varandra. Dessa aspekter utgor saledes de aspekter som ar kritiska for att
eleverna ska kunna utveckla ett mer kvalificerat sitt att erfara fenomenet pa. Tre

61 ett forsta skede provade och justerade ldrarna i arskurs 1 och 5, och i ett andra skede lidrarna i drskurs 6-9 och
gymnasieskolan.

"1 forskningsgruppen ingar Inger Eriksson, Roger Fermsjd, Jenny Fred, Verner Gerholm, Anna-Karin Nordin,

Martin Nyman, Torbjéorn Tambour och Sanna Wettergren.
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kritiska aspekter identifierades som eleverna behover kunna urskilja (Pang, 2003;
Pang & Ki, 2016; Runesson, 2011, 2017). I nasta avsnitt presenteras det
fenomenografiska utfallsrummet med sina tre kategorier samt de tre kritiska aspekter
som identifierades.

4 Resultat

I det foljande avsnittet presenteras resultatet i tva delar. I den forsta delen presenteras
de fenomenografiska uppfattningarna i form av ett utfallsrum. I den andra delen
presenteras de kritiska aspekter som vi identifierat i relation till de olika kategorierna
och som elever behover ges mojlighet att urskilja for att utveckla ett mera kvalificerat
kunnande av vad som kan vara det matematiska i algebraiska uttryck.

4.1 Elevers erfarande av det matematiska i algebraiska uttryck

Utifran det preciserade fenomenet resulterade analysen av elevintervjuerna i tre
kvalitativt skilda kategorier av yngre elevers uppfattningar av det matematiska i
algebraiska uttryck. De identifierade kategorierna kan organiseras hierarkiskt och
bildar tillsammans det illustrerade utfallsrummet i Figur 5 nedan. Kategorin "nagot
som kan och bor raknas ut” kan forstas som enklare i relation till de andra tva
kategorierna som representerar mera komplexa uppfattningar. I de tvd mera
komplexa uppfattningarna av fenomenet urskiljer eleverna fler aspekter.

-~ N
Det matematiska i algebraiska uttryck
erfars av eleverna som ...

!

... ndgot som kan och bor réknas ut

|

... Ngot som beskriver en relation
mellan komponenter

}

... hdgot som representerar en situation
o J

Figur 5. Schematisk bild déver utfallsrummet med sina tre kategorier.
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I det foljande presenteras kategorierna och exemplifieras med excerpt fran
forskoleklass, arskurs 1 och arskurs 4.

4.1.1 Kategori 1: ... ndgot som kan och bér réiknas ut

I den hir kategorin uppfattar eleverna uttrycket som att det innehaller en uppmaning
till dem att gora en berdkning av nagot slag. Eleverna uppfattar att det finns ett
bestamt tal eller en bestamd siffra bakom bokstaven. Om man kan lista ut talet eller
siffran genom att exempelvis gissa eller uppskatta sa kan man l16sa uppgiften som
eleverna uppfattar anges i uttrycket. Vidare uppfattar eleverna att x ar ett okant tal.
Kategorin exemplifieras nedan med tre excerpter. I excerpt 1 ges exempel pa att
eleverna ser stavarna som representationer av ett visst antal som ska adderas. Detta
synliggors nar eleverna pekar och raknar de enskilda sma Cuisenairestavarna, en efter
en, i en konkret berakning. Den ena stapeln bestar av fem roda stavar och bredvid
ligger en orange stav som motsvarar samma langd som de roda stavarna tillsammans.
I excerpt 2 ger eleverna uttryck for att variabeln x ar en faktor i en multiplikation och
menar att x inte kan vara ett multiplikationstecken. I excerpt 3 exemplifieras att
eleverna antar att en siffra gommer sig bakom x. Saledes skiljer de mellan ett tal man
ska rakna ut och en dold siffra.

Excerpt 1 (intervjufraga 1)

Amir ”Kanske 5 + 5 dr lika med 10?”
Intervjuare  ”Hur tanker du nér du sager 5 + 5 ar lika med 10?”
Amir ”Att det héar [pekar pa de fem fysiska stavarna som &r lika som pa bilden (se Figur 2)]

ar 5 som ar uppdelade. Den har [pekar pa den langa staven] ar inte uppdelad i 5,
men den ar anda lika lang som de har [pekar pa de fem stavarna], sa da skulle man
dela upp den har.” [drar som sma streck med fingret pa den langa staven]
Intervjuare  ”Sa da ar de tillsammans lika langa [pekar pa de fem stavarna] som den?” [pekar pa den
ensamma staven]

Amir "Ja.”
(ak 1)
Excerpt 2 (intervjufraga 1)
Kim ”Jag tror att det dar [pekar pa x i uttrycket 5x = y] &r en siffra, for jag kan inte ténka

mig ett tal dar det star fem ganger ar lika med y [5¢ = y] det maste ju va typ fem
ganger tre ar lika med y [5¢3 = y] da jag tror det dar [pekar pa x i 5x = y] ar en siffra.”
Intervjuare ”Vad skulle da y vara?”
Kim ”Jaa assa, jaa du, det &r en bra fraga ...”
Lana ”Jag tanker mer y som bara det dolda talet, som man ska rdkna ut, jag téanker inte att
det kan vara en siffra nu, inte an.”
(3ak 4)
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Excerpt 3 (intervjufraga 1)

Kim: ”Da sa tankte jag att det kanske, om det ar nanting dar bakom [pekar pa x i uttrycket
5x =y] ... sa tankte jag om det var typ femtiotva (52), da skulle det vara en mer har
[pekar pa y i uttrycket 5x = y] som sa att det blev femtiotre (53) har [pekar pa y i
uttrycket 5x = y], jag ar jattedalig pa att forklara /.../ jag tankte det kan vara en dold
siffra dar bakom.”

(ak 4)
4.1.2 Kategori 2: ... ndgot som beskriver en relation mellan komponenter

Uppfattningar som utgor denna kategori indikerar ett erfarande av likhetstecknets
betydelse eller funktion sett till det som finns pa vardera sida om likhetstecknet.
Eleverna uppfattar och tar med andra ord fasta pa den relation som symboliseras av
likhetstecknet, som till exempel i uttrycket 5x = y. De erfar alltsa sjalva likhetstecknets
betydelse i uttrycket 5x = y och att x och y ar variabler men inte att variablerna ar
representationer for nagot. Den siffra som finns i uttrycket anger bara hur manga det
ar av nagot och om variabeln inte har nagon siffra sa ar det bara en. En forstaelse for
relationen mellan delar och helheter inom uttrycket finns inbyggt i resonemanget. I
excerpt 4 och 5 ger eleverna uttryck for att de ar medvetna om att vilka symboler som
valjs inte har nagon betydelse och att till exempel 5x = y uttrycker samma relation
som 5c = z. Detta kan da ocksa forstas som att det ar egalt vilken symbol som anvands
for att beteckna en variabel i ett givet uttryck.

Axel

Lovisa

Figur 6. Axels och Lovisas stavkonstruktioner i relation till uttrycket 5x =y.
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Excerpt 4 (intervjufraga 2)

Intervjuare

Theo
Rebecca
Theo
Rebecca
Intervjuare
Theo
Intervjuare

Rebecca
Intervjuare
Rebecca

Figur 7. Axels stavkonstruktion i relation till uttrycket 5x =y som Pelle uttryckte som 5c = z.

”5x ar lika med y [relaterar till det skrivna uttrycket 5x = y pa en bild framfér dem].
Axel han la det s har och Lovisa la det sa har [visar bilder pa Axels och Lovisas
stavkonstruktioner och lagger ut stavarna]. Hur kan de ha tankt?”

/.../

”Det star ju fem x da blir det fem sddana.” [pekar pa bilden med Axels stavkonstruktion]
"Ja, 1,2, 3,4,5.” [réknar de sma roda stavarna]

”Och sa en y.” [pekar pa den langa orange staven]

"Ja.”

”Sa de tankte att 5x ar lika med y?” [pekar pa bilden pa stavarna for att visal

"Ja.”

”Sen var det en annan kille. Han fick det har [visar bilden pa Axels stavkonstruktion],
men han skrev inte 5x = y utan han skrev 5¢ = z. Hur kan han ha tankt?”
”1,2,3,4,5.” [pekar och skrattar]

”Vad ténkte du Rebecca?”

”Att det ar bara samma sak [som 5x = y].”

(forskoleklass)

Axel

Excerpt 5 (intervjufraga 3)

Intervjuare

Olga
Intervjuare
Olga

Petra

Olga

Petra

Olga

Petra

Olga

Petra

Olga
Intervjuare

”Sa hér skrev Pelle i den klassen [skriver uttrycket 5¢ = z pa en whiteboard]. Fem c ar
lika med z.” [Petra laser med i delar av uttrycket]

"Varl”

"Hur kan Pelle ha ténkte nar han gjorde det?”

"Femman kanske ar de har fortfarande.” [lagger handen pa de fem réda stavarna]
”Det tror jag, ja. For det ar fem klossar. Da har vi det.”

”Men c och z, ar ju lite som x och y [pekar pa x och y i uttrycket], c och z.” [pekar mot ¢
och z i uttrycket]

”Ja.” [samtidigt som Olga] /.../

"Fast, det star ju fem pa bada.” [pekar pa bada femmorna i uttrycken]

"Amen, det ar ju det.” [haller pa bada femmornal

[ohorbart] "Tagit olika bokstaver typ.”

”De har anvant olika bokstaver.”

"Fast det kan ju.”/

/”Kan man gora det?”
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”

Olga "Jaa.
Petra ”Men de kanske bara vill anvanda olika uttryck.”
(ak 4)

4.1.3 Kategori 3: ... ndgot som representerar en situation

I denna kategori erfar eleverna att olika komponenter i ett algebraiskt uttryck bar pa
information som kan kopplas till en situation bortom sjilva uttrycket. En situation
kan vara ett samband men ocksa ett problem som kan modelleras med ett uttryck
exempelvis 5x = y.8 Eleverna ser saledes att en konkret situation kan representeras av
ett eller flera abstrakta algebraiska uttryck. Exempelvis uppfattar eleverna att en av
de fiktiva eleverna har lagt sin stavkonstruktion kan exemplifieras som en situation
som kan beskrivas med uttrycket 5x = y och att 5¢ = z kan representera en annan men
dven samma situation, men att en viss variabel maste representeras avsamma symbol
varje gang den forekommer.

Excerpt 6 (intervjufraga 3 och 4)

Intervjuare ”Ar det bara samma sak? Finns det ndgon skillnad?”

Theo ”Ja att de dar ar olika.” [pekar pa ”x och ¢” samtidigt som "y och z”]

Intervjuare  ”Men annars ar det samma sak?”

Rebecca ”Ja, att det ar fem och att det &r lika med. Bara att det ar fem x lika med y, ’x och y’ och ’c
ochZz..”

Intervjuare ”Sedan fick de flera uppgifter: de fick det har uttrycket k = 3e och da var det sa att
Karim la sa har, Zara la sa har och Lisa sa har.” [lagger ut bilder pa Karims, Lisas och
Zaras stavkonstruktioner]

Rebecca ”Jag vet varfor: samma sak [som 5x = y]. For det star ingenting dar [pekar pa k] da ska
man ta en och nar det star en siffra innan da ska man ta s manga.” [visar tre sma stavar
samtidigt som han pekar pa tavlan]

Theo ”Dar ar det ju tre.”

(forskoleklass)

Excerpt 7 (intervjufraga 3)

Fahime ”e?, men de har tre maste vara samma da.” [pekar pa Lisas olika langa stavar]
Intervjuare ”Sa du ténker att det inte stammer?”
Fahime "Nej, [skakar pa huvudet], for att tre e ar lika med k, men det maste vara tre av samma.”
Intervjuare  ”Sa den [Karims stavkonstruktion] stimmer, vad sdger du, haller du med?” [vander sig
till Ester]
Ester "Ja, de hér tre ska vara lika.” [pekar pa Lisas olika langa stavar]
(ak 1)

¥ I svenska liromedel i matematik for yngre aldrar beskrivs ofta konkreta vardagshiindelser i form av till exempel
raknesagor till vilka ett uttryck kan kopplas (se t.ex. lairomedelsserierna Favorit matematik 2A (Ristola et al., 2012)
och Matte Direkt Safari 2A (Falck et al., 2009)). I elevintervjuerna har mojliga situationer representerats med olika
konstruktioner med Cuisenairestavar.
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Excerpt 8 (intervjufraga 4)

Olga "Det ar val typ samma sak fast de har anvant olika klossar.”

Petra "Ja, det ar ju.”

Intervjuare ”Pa vilket satt 4r det samma sak?”

Olga "For att, assa. Bada har sa har tva langa [haller upp den gula och lagger den mot den

orange] och sen har bada sa har fem klossar [pekar forst pa de réda och sedan de
vita]. De har motsvarar ju en [haller upp en réd och lagger den mot en vit och haller
sedan upp den igen] / eller tva [haller upp en rod] eller tva sddana héar [pekar mot de
vita] motsvarar en san.” [haller upp den réda]

(3k 4)

Sammanfattningsvis kan sagas att i kategorin “nagot som kan och bor riknas ut”
uppfattar eleverna att ett algebraiskt uttryck innebar en uppmaning om att ta reda pa
vilka mojliga varden de obekanta talen representerar. Kategorin "nagot som beskriver
en relation mellan komponenter” handlar om att eleverna erfar likheter och
likhetstecknet inom ett uttryck. I den tredje kategorin, "ndgot som representerar en
situation”, erfar eleverna att samma uttryck kan representera olika situationer eller
att samma situation kan representeras av olika uttryck men aven att eleverna erfar
strukturella likheter mellan olika uttryck.

4.2 Vad elever behover urskilja

Genom att analysera uppfattningarna i relation till varandra har tre kritiska aspekter
som skiljer de olika uppfattningarna at identifierats. Tentativt indikerar dessa vad
elever behover urskilja for att utveckla ett mera kvalificerat kunnande av vad som kan
vara det matematiska i algebraiska uttryck. De identifierade kritiska aspekterna i
relation till kategorierna sammanfattas i Figur 8. De tva kritiska aspekterna som
skiljer kategori tva fran kategori tre ar icke-hierarkiska men behover bada urskiljas
for att utveckla uppfattningar motsvarande kategori tre. Dessa urskiljs oberoende av
varandra och inte nodvandigtvis i en specifik ordning.
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e B
Det matematiska i algebraiska uttryck
erfars av eleverna som ...

|

... hagot som kan och bér raknas ut

Att kunna urskilja att ett uttryck bestar av olika
R ] . .
komponenter som har olika funktioner
... ndgot som beskriver en relation
mellan komponenter Att kunna urskilja att en och samma variabel
l i ett uttryck har samma varde
Att kunna urskilja att vardet pad en variabel
... hagot som representerar en situation i ett uttryck bestams relationellt
N A

Figur 8. Schematisk bild 6ver identifierade kategorier (till vanster) och kritiska aspekter (till hoger).

I den forsta kategorin “nagot som kan och bor riknas ut” visar utsagorna att
eleverna annu inte har urskilt att exempelvis bokstaverna a, b och c i uttrycket a + b
= c ar variabler, att + ar en operator och att = uttrycker en relation.

Av utsagorna som bildar den andra kategorin, "nagot som beskriver en relation
mellan komponenter”, kan man se att eleverna urskiljer att uttrycken innefattar de
matematiska komponenterna aven om de inte kan benamna dem. Eleverna ar saledes
inte bekanta med terminologin som till exempel variabler och komponenter.
Utsagorna visar ocksa att eleverna urskiljer strukturen inom ett uttryck och att
symbolerna x och y i 5x = y ar variabler, det vill saga att deras varden kan variera. De
erfar ocksa att det finns ett samband mellan x och y och séledes att variablerna inte
ar oberoende av varandra, samt att det inte spelar nagon roll vilka beteckningar for
variablerna man valjer. Istillet for x och y kan man vilja exempelvis ¢ och z.
Relationen uttrycks da 5c = z. Uppfattningen innefattar, som tidigare namnts, & den
ena sidan ett samband mellan tva variabler, och a den andra att en och samma relation
kan uttryckas pa flera olika satt, till exempel genom att variabelbeteckningarna
varieras mellan uttryck.

Utsagorna i den tredje kategorin "nagot som representerar en situation” visar att
eleverna har urskilt att samma uttryck kan representera olika situationer eller att
samma situation kan representeras av olika uttryck. Exempelvis kan en situation som
beskrivs av ett uttryck a = b + ¢ aven beskrivas x = y + z om man byter beteckningar
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pa variablerna. Den kan ocksa beskrivas ¢ = a — b eller b = a — c. Utsagorna som bildar
kategori tre visar aven att eleverna urskiljer den strukturella likheten mellan 5x = y
och k = 3e, det vill saga att ett visst antal av nagot (t.ex. x eller e) ar lika med nagot
annat (y respektive k). Urskiljandet innefattar att antalet och/eller symboler kan vara
olika utan att strukturen andras. For att utveckla en uppfattning som motsvaras av
kategori tre (se speciellt excerpt 6 och 7) behover eleverna urskilja bade att en och
samma variabel har samma vdrde och att vdrdet pd en variabel bestams
relationellt.

5 Diskussion

I det foljande diskuterar vi resultatet i relation till syftet och forskningsfragorna: Vilka
kvalitativt skilda satt att erfara algebraiska uttryck kan urskiljas? Vilka aspekter
behover eleverna erfara for att de ska ges mojlighet att kvalificera sina uppfattningar
om algebraiska uttryck?

5.1 Kvalitativt skilda erfaranden av det matematiska i algebraiska uttryck

Som redovisats i resultatet ovan framtradde tre hierarkiskt ordnade kategorier: 1)
“nagot som kan och bor raknas ut”, 2) "nagot som beskriver en relation mellan
komponenter” och 3) "nagot som representerar en situation”. Liksom i ett flertal av
de studier som kan kopplas samman med ett utforskande av elevers uppfattningar av
algebraiska uttryck identifierade vi, innan preciseringen av fenomenet, tva
uppfattningar som inte kan ses som matematiskt relevanta (jfr t.ex. MacGregor &
Stacey, 1997; Stacey & MacGregor, 1997). Da vart fokus i projektet var att designa en
undervisning som skulle oppna upp for en matematisk relevant forstaelse av
algebraiska uttryck preciserades fenomenet till elevers uppfattningar av det
matematiska i algebraiska uttryck (Eriksson et al., 2019; Tambour, 2019).

I den hierarkiska ordningen som presenterats i utfallsrummet beskrivs den
enklaste uppfattningen en uppmaning till att gora nagon slags berakning. Denna typ
av uppfattning aterfinns i ett flertal av de studier som ingar i forskningsoversikten
ovan (Kieran, 1981; Kiichemann, 1981). De tva andra kategorierna i utfallsrummet ar
det inte lika latt att finna en motsvarighet till i den tidigare forskningen. Exempelvis
kan de sex kategorier som Kiichemann presenterat inte enkelt relateras till vart
utfallsrum. Aven om kategori 1 (nigot som kan och bér riknas ut) mycket vil kan
jamforas med den kategori som Kiichemann benamner som bokstaven anvdands som
ett specifikt okdnt tal kan hans tva foljande kategorier bokstaven anvdnds som ett
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godtyckligt tal och bokstaven anvdnds som en variabel inte lika enkelt jamforas med
de tva mer kvalificerade uppfattningarna i vart utfallsrum. Snarare gar det att
argumentera for att Kiichemanns tva sista kategorier utgor en forutsattning for de tva
mer kvalificerade av vara kategorier. En skillnad kan noteras ar typen av uppgifter
eleverna i dessa tva studier fatt mota jamfort med de uppgifter de intervjuade eleverna
fick mota. Det framstar som att flera av de uppgifter Kiichemann anvander indikerar
mojliga berakningar i form av ekvationer, medan vara elever fatt mota vad som kan
beskrivas som “rena” algebraiska ekvationer eller uttryck.

Med referens till Piaget ar det inte ovanligt att larare har en forvantan pa att de
yngsta eleverna inte ska kunna visa tecken pa en mera utvecklad algebraisk forstaelse
(se t.ex. Wagner, 1983). Men i var fenomenografiska analys kan vi inte se en sadan
skillnad relaterat till deltagarnas alder, utan exempel pa de tre uppfattningarna som
slutligen urskildes fanns representerade hos elever som intervjuades i saval
forskoleklass som i arskurs 1 och i arskurs 4. Av analysen framtrader att redan i
forskoleklass kan elever fora ett resonemang om algebraiska uttryck som kan
kategoriseras som mera utvecklat. Med hanvisning till exempelvis Attorps (2006)
studie kan aven larare ha en uppfattning som enligt Wagners resonemang endast
borde aterfinnas hos de yngsta. Det gar saledes inte att ha en forvantan om att de
yngsta elevernas utsagor endast skulle aterfinnas i den minst kvalificerade kategorin

Med det preciserade fenomenet fick vi saledes fram tre kategorier av uppfattningar
vilka gav tre kritiska aspekter som ocksa kunde ge oss vagledning till designen av de
kommande forskningslektionerna i forskningsprojektet.

5.2 Kritiska aspekter for ett mer differentierat urskiljande av inneb6rden
av algebraiska uttryck

De kritiska aspekter som ger eleverna mojlighet att kvalificera sina uppfattningar for
att utveckla ett mer komplext kunnande av algebraiska uttryck ar 1) att kunna urskilja
att ett uttryck bestar av olika komponenter som har olika funktioner, 2) att kunna
urskilja att en och samma variabel i ett uttryck har samma varde och 3) att kunna
urskilja att vardet pa en variabel i ett uttryck bestams relationellt. Det finns, som
namnts, en idé med kritiska aspekter att det ar sadana aspekter som den specifika
elevgruppen behover urskilja for att utveckla mer kvalificerade uppfattningar (Pang
& Ki, 2016; Runesson, 2011, 2017). Det innebar saledes att vid planering av en
kommande lektion eller lektionsserie behover undervisningen designas sa att de
kritiska aspekterna blir mojliga for eleverna att urskilja (Marton, 2015; Runesson,
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2017). Det kan med dessa antaganden framstd som mdgjligen ovantat att elever i
forskoleklass, arskurs 1 och elever i arskurs fyra skulle behova lara sig samma sak.
Dock har ett antal studier pa senare ar visat att nar elever med stor aldersskillnad och
darmed olika erfarenheter av matematik moter ett innehall som ar helt nytt for dem
sa uppvisar eleverna, pa gruppniva, behov av likartat undervisningsinnehall
(Kullberg, 2012; Runesson, 2017; Tuominen et al., 2018).

Enligt kursplanen lyfts algebra som innehéll redan fran de forsta arskurserna, men
hur det ska behandlas sags inget om (Hemmi et al., 2020). Matematikundervisningen
i Sverige karakteriseras vanligen som laromedelsstyrd och studier visar att elever
sallan moter komplexa uppgifter som exempelvis inbegriper generella,
grundlaggande och teoretiska samband (Brating et al., 2019; Hemmi et al., 2019). I
det internationella forskningsfaltet lyfts vikten av en tidig introduktion till algebra
(Blanton et al., 2015; Davydov, 2008; Kaput, 2008; Kieran et al., 2016; Venenciano &
Dougherty, 2014). Forskningsprojektet som den har artikeln har hamtat data ifran
utgor ett exempel pa ett utforskande av hur algebra kan introduceras redan for de
yngsta eleverna (Eriksson et al.,, 2019). Med en siadan ambition behover
undervisningen designas medvetet for att skapa forutsattningar for utveckling av
elevers algebraiska tankande och att detta kan utifran vara data ske tidigt (Blanton et
al., 2015; Eriksson & Jansson, 2017; Eriksson et al., 2019; Kieran, 2004, 2011). Att ha
kunskaper om vad olika elevgrupper uppfattar algebraiska fenomen som och att pa
basis av det kunna identifiera mojliga kritiska aspekter ger lararen forutsattningar for
att designa en meningsfull undervisning.

Tack

Projektet som artikeln bygger pa har finansierats av Skolforskningsinstitutet
(diarienummer 2016/151). Ett stort tack till de 6vriga kollegorna i forskargruppen. Vi
vill ocksa tacka lararna som medverkade i planeringen, forberedelserna infor
intervjuerna, samt analysarbetet efter de genomforda intervjuerna: Carina
Andersson, Lars Andersson, Jenny Bjorklund, Helena Buchberger, Hiba Mikhail,
Eva-Lena Nielsen, Birgitta Nilsson och Boel Staffansson. Vidare riktar vi ett stort tack
till eleverna som medverkade i intervjuerna.
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