LUMAT 2(1), 2014

Funktiokasityksesta espoolaisessa Middle Years Programme
-ylakoulussa

Jessica F. A. Salminen
Helsingin yliopisto

Tiivistelma Espoolainen Middle Years Programme -ylakoulu noudattaa opetuksessaan kansallista
opetussuunnitelmaa, mutta lahestymistapa opetukseen on Middle Years Programme:n mukainen, ja
opetuskieli on englanti. Oppimateriaalia, joka tayttdd nama kriteerit, ei kuitenkaan ole saatavilla
funktioiden opetukseen. Tastd syystd heille raatéaloitiin varta vasten oma oppimateriaali.
Oppimateriaalin luominen johdatti tutkijan pohtimaan, miten oppilaat olivat lopulta kasittdneet
funktion, ja miten funktio-kasitettqd kannattaisi jatkossa lahestyd opetuksessa. Aineisto kerattiin
kevaalla 2012. Tutkimukseen osallistui yhden koulun 63 yhdeksasluokkalaisesta 49. Inspiraation
lahteend talle tutkimukselle toimi Vinnerin ja Dreyfusin (1989) tutkimus funktiokasityksesta.
Ylékoululaisten funktiokasityksen vertailukohteena kaytettiin samana kevadna kerattya
lukiolaisaineistoa. Tutkimusaineiston analysoinnissa kaytettiin sekd laadullisia ettd maarallisia
menetelmia.

1 Johdanto

Englannin Kielistd oppimateriaalia, joka on Suomen perusopetuksen opetussuunnitelman
perusteiden mukainen, ei ole saatavilla funktioiden opetukseen. Oppimateriaalin luominen
johdatti tutkijan pohtimaan, miten oppilaat olivat lopulta kasittdneet funktion, ja miten
funktio-kasitettd kannattaisi jatkossa lahestya opetuksessa.

Tutkimus toteutettiin Middle Years Programme —ylakoulussa. Middle Years Programme
on IB-organisaation (International Baccalaureate) kehittdma opetuksen l&hestymistapa.
Varsinaisiin oppisiséltdihin ohjelma ei ota kantaa. Ohjelman kohderyhmé&an kuuluvat 11-16
—vuotiaat oppilaat, mutta Suomessa ohjelma on usein tiivistetty kattamaan vain
ylédkoululuokat. Ohjelman tarkoitus on yhtendistdd maata ja koulua usein vaihtamaan
joutuvien oppilaiden oppimista ja kasvamista toisista ja ymparistosta valittaviksi ainerajat
ylittéviksi tutkiviksi oppijoiksi. Tasta syystd Middle Years Programme —kouluja 16ytyy lahes
jokaisesta maasta, ja usein opetuskieli niissé on englanti. (IBO, 2013.)

Uudet opetussuunnitelman perusteet astuvat voimaan 2016. Opetushallitus on
julkaissut dokumentin Opetussuunnitelman perusteluonnokset, syksy 2012 (OPSL, 2012)
antamaan esimakua uusista opetussuunnitelman perusteista. Opetussuunnitelman
perusteisiin tulevien muutosten myota opetus suomalaisissa kouluissa tulee muuttumaan
enemman Middle Years Programme:n mukaisen opetuksen kaltaiseksi (OPSL, 2012; IBO,
2012).

Funktiota on perinteisesti pidetty yhtend hankalimmista opetettavista matematiikan
kasitteistd. Suomessa funktioon kasitteend tutustutaan ensimmaisen kerran viimeistaan
peruskoulun viimeisilla luokilla (POPS, 2004). Taméan jalkeen se kohdataan uudestaan
lukiossa (LOPS, 2003). Monet saattavat kuitenkin ymmartaa funktion késitteend vasta
matematiikan yliopisto-opinnoissa, jos silloinkaan (Vinner & Dreyfus, 1989).
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Tutkimukseen osallistuneet yhdeksasluokkalaiset opiskelivat englanniksi funktioista
perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (POPS, 2004) mainitut sisallét, mutta
oppiainesisaltoa lahestyttiin Middle Years Programme:n mukaisesti. Oppimateriaali oli
heille varta vasten raataloity. Funktiokasitystuloksia vertailtiin Hannulan ja Tuomen (2012)
lukiosta keradman aineiston kanssa. Kyseinen helsinkildinen lukio opettaa vain
suomalaisen opetussuunnitelman mukaisesti opetuskielenddn suomi. Tutkimustehtivaa
lahestyttiin seuraavilla tutkimuskysymyksilla:

1. Miten MYP:n Espoossa lapikdaynneet yhdeksasluokkalaiset maéarittelevat
funktion verrattuna Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen lukiolaisiin?

2. Miten MYP:n Espoossa lapikdyneet yhdeksasluokkalaiset ymmartavat
funktion kasitteen vertailukohteenaan Hannulan ja Tuomen (2012)
tutkimuksen lukiolaiset?

3. Mitéd yhteyksia on havaittavissa funktiokasityksen ja ylakoulun
paattdarvosanan valilla MYP:n Espoossa lapikaynneilléa
yhdeksasluokkalaisilla?

2 Funktiokasitys

Monet ymmartavat funktion kasitteend vasta matematiikan yliopisto-opinnoissa, jos
silloinkaan (Vinner & Dreyfus, 1989). Suomessa funktio esitelladén ensimmadisen kerran
yleensd ylakoulun viimeisilla luokilla (POPS, 2004). Valtaosa oppilaista ei vield tassa
vaiheessa kykene kasittamaan funktion varsinaista madaritelmaa sen sisadltiman vieraan
terminologian vuoksi. Termistdn helpottamisessa piilee kuitenkin omat vaaransa: kun
korkean tason kasite k&annetddn helpommalle Kkielelle, se voi johtaa tarkkuuden
menettdmiseen ja kasitteelliseen vaikeuteen. Arkikieliset kd&dnnokset saattavat sisaltéda
myos tahattomia savyjé, jotka puolestaan voivat johtaa vaarinkasityksiin. (Schwarzenberger
& Tall, 1978.) Esimerkiksi funktiosta yksinomaan puhuminen jokaisessa pisteessd samoin
toimivana koneena voi johtaa hdmmennykseen paloittain maariteltyjen funktioiden ja
jossakin pisteessa maarittelemattémien funktioiden kohdalla.

Vaikka oppilas tietaisi maaritelmén matemaattiselle kasitteelle, han ei valttamatta kayta
tatd maaritelméa hyvakseen paattdessaan, onko jokin matemaattinen esitys esimerkkKi
kyseisestd matemaattisesta kasitteestd vai ei. Sen sijaan oppilas paattéd tdman kasitteesta
muodostamansa mielikuvan (concept image) perusteella. (Vinner & Dreyfus, 1989.) Talla
kasitteeseen liittyvalla mielikuvalla tarkoitetaan tassa tutkimuksessa Vinnerin ja Dreyfusin
(1989) ja Tallin ja Vinnerin (1981) terminologian mukaisesti koko sitd kognitiivista
struktuuria, joka assosioituu kasitteeseen. Tama struktuuri pitdd sisalladn kaikki
mentaaliset kuvat (mental pictures), ominaisuudet ja prosessit, jotka liittyvat kasitteeseen.
Mentaalisilla kuvilla taas tarkoitetaan mit4 tahansa representaatiota kuten kuvaa,
symbolista kaavaa, taulukkoa tai kuvaajaa (Vinner & Dreyfus, 1989). Kognitiivinen
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struktuuri rakentuu vuosien varrella erilaisten kokemusten kautta. Se muuttuu ja kehittyy
kohdatessaan uusia virikkeita (stimuli). (Tall & Vinner, 1981.)

Opettaja voi antaa oppilaalle yleisen madaritelman funktiosta ja tyoskennelld yleisen
notaation parissa hetken ennen kuin han viettda pitkia aikoja kayttden esimerkeissdan vain
kaavoja. Tallaisessa tapauksessa kasitteeseen liittyva mielikuva voi kehittya rajoitetumpaan
notaatioon, jossa on vain kaavoja. Oppilas on voitu jopa opettaa vastaamaan yleisella
maaritelmalla, vaikka hanen kasitteeseen liittyva mielikuvansa on puutteellinen tai jopa
vaara. Tallainen oppilas voi parjata hyvin niin kauan kuin funktiota kasitellaan vain tutussa
asiayhteydessa. Myohemmin, kun hén kohtaa funktion sen laajemmassa merkityksessg,
han ei valttamattd endd parjada. (Tall & Vinner 1981.) Vaikka madritelmét esitellddnkin
oppilaille, oppilaat eivat silti valttamatta kaytd maaritelmaé apunaan paattdessidan, onko
jokin funktio vai ei. Useimmissa tapauksissa oppilas tekee valintansa kasitteeseen liittyvan
mielikuvan (concept image) avulla. (Vinner & Dreyfus 1989.)

Funktiolla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia k&sitteenmuodostuksen kannalta.
Naitd ominaisuuksia ovat esimerkiksi funktion arvojen yksikasitteisyys, epéjatkuvuus,
lahtdjoukon mahdollinen epéyhtendisyys ja poikkeuskohdat (Vinner & Dreyfus, 1989).
Kaikkia tallaisia funktion kéasitteeseen liittyvid tietoja voidaan tarkastella suhteessa eri
representaatioihin.

Kéasite representaatio puolestaan on epamaardinen, ja sen madaritelma riippuu
tutkimuksesta (Gagatsin & Elia, 2007). Pohjimmiltaan representaatiot ovat kuitenkin
tiedon eri esitystapoja (Janvier, 1987). Tassa tutkimuksessa kaytetdan Gagatsiksen ja Elian
artikkelin (2007) tapaan representaatiota sen rajatummassa merkityksessa: representaatiot
ovat tydkaluja, joita kéytetddn matemaattisten ideoiden esittamisessd. Heiddn mukaansa
funktio voidaan ilmaista kolmen eri representaation kautta, jotka ovat: 1) graafinen, 2)
verbaalinen ja 3) symbolinen.

Kun oppija ymmartaa kasitteen, hdn osaa myds tulkita sité eri representaatioiden kautta
ja siirtyd representaatiosta toiseen. Oppimiseen liittyvd kysymys téssd yhteydessa on se,
miten tietoja funktion ominaisuuksista osataan ja ymmarretdan eri esitystapojen kautta.
Gagatsiksen ja Elian (2007, 91) artikkelissa toisena esitellyssa tutkimuksessa 16-vuotiaille
opiskelijoille tuotti vaikeuksia funktion kunnollisen maaritelmén tuottaminen ja funktion
eri representaatioiden tunnistaminen. Funktion kuvaajia tunnistettiin taas selkeésti
paremmin kuin symbolisia funktion esitystapoja.

Gagatsiksen ja Elian mukaan (2007) funktion ymmartamista voidaan analysoida ja
kuvailla vahintaan kolmella eri tavalla:

Oppilaiden antamien maaritelmien kautta

2. Oppilaiden kyvyt kasitella funktion erilaisia representaatioita
Ongelmanratkaisutehtévien kautta, joissa funktio taytyy esittda eri
representaatiotavoilla. (Gagatsis & Elia 2007.)
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Naméa kolme tapaa tuovat jokainen oman ainutlaatuisen panoksensa oppilaan
kasitykseen funktiosta.

Vinner ja Dreyfus (1989) jaottelivat oppilaiden antamia funktion maaritelmia
taulukossa 1 esitellylla tavalla.

Taulukko 1 Funktion maaritelmien luokittelu Vinnerin ja Dreyfusin (1989) tutkimuksessa

Luokka

Kuvaus

Esimerkki Vinner ja Dreyfus
(1989) aineistosta

1) Vastaavuus
(correspondence)

Minké tahansa kahden joukon
alkioiden valinen vastaavuus,
jossa kutakin ensimmaisen
joukon jasentd vastaa
tasmalleen yksi jalkimmaisen
joukon alkio.

"A correspondence between two
sets of elements."

"For every element in A there is

one and only one element in B."

2) Riippuvuusrelaatio
(dependence relation)

Kahden muuttujan vélinen
riippuvuus.

"One factor depending on the
other one."”
"A dependence between two
variables."
"A connection between two
magnitudes."

3) Saanto (rule)

Jokin riippuvuus, jossa on
havaittavissa
saanndnmukaisuutta.

"Something that connects the
value of x with the value of y."
"The result of a certain rule
applied to a varying number."
"A relation between xand y is a
function."

4) Operaatio
(operation)

Muuttujan arvoa operoidaan,
jolloin saadaan funktion arvo.

"An operation."

"An operation done on certain
values of x that assigns to every
value of x a value of y =f(x)."
"Transmitting values to other
values according to certain
conditions."”

5) Kaava (formula)

Algebrallinen esitys, yhtalo tai
kaava.

"It is an equation expressing a
certain relation between two
objects.”

"A mathematical expression that
gives a connection between two
factors."”

"An equation connecting two
factors."”

6) Representaatio
(representation)

Funktio maarittellaén sen
yhdella symbolisella tai
graafisella esityksella, joka voi
olla vailla merkitysta.

"A graph that can be described
mathematically."
"A collection of numbers in a
certain order which can be
expressed in a graph.”

"y = f(x)."
"y(F) = x."
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Suurin osa edelld mainituista tavoista ovat puutteellisia tapoja maaritella funktio
kasitteend. Ainoastaan naistd ensimmadinen vastaa funktion matemaattista maaritelméaa
(Vinner & Dreyfus, 1989). Yksilon mielikuvaan funktion késitteestd voi sisaltyd yksi tai
useampi naisté kasityksista (Tall & Vinner, 1981).

3 Tutkimuksen toteutus
3.1 Aineiston koonti

Tutkimus toteutettiin suomalaisessa Middle Years Programme —ylakoulussa jokaisella
(kolmella) yhdeksannella rinnakkaisluokalla samanaikaisesti kevatlukukauden viimeisena
paivana. Kaikki yhdeksasluokkalaiset, jotka olivat paikalla tuona pdaivang, osallistuivat
tutkimukseen (n=49). Funktioita kasittelevasta kurssikokeesta oli talloin jokaisella luokalla
aikaa noin kaksi kuukautta. Vastausprosentiksi saatiin 77,8 %. Aikaa paperisen
kyselylomakkeen tayttdmiseen annettiin tunti. Oppilaiden ei annettu keskustella kesken&an
kysymyksista, eika vinkkeja mahdollisista oikeista vastauksista annettu.

3.2 Kyselylomakkeen laadinta

Tutkimuksessa kaytetty kyselylomake pohjautuu Vinnerin ja Dreyfusin (1989)
kyselylomakkeeseen, jossa pyydettiin antamaan maaritelma funktiolle, ja paattamaan,
mitkd annetuista funktion eri representaatioihin liittyvistd tehtévista esittéavat funktiota.
Kyselylomake otti huomioon myds Gagatsiksen ja Elian (2007) mainitsemat kolme tapaa
analysoida ja kuvailla funktion ymmartédmista. Kyselylomake on paapiirteissédn sama kuin
lukiossa kéaytetty kyselylomake. Kohderyhmén erilaisuuden vuoksi kolmannen asteen
funktio lukiolaisten kyselylomakkeesta muutettiin yhden symbolisen representaation
ymmartamista mittaavan tehtdavan kohdalla toisen asteen funktioksi.

Kyselylomaketta testattiin ennen varsinaista koetta viidelld eri aineenopettajalla. He
tarkistivat, ettd kysymykset ovat kummallakin kielelld yhtenevia. Testiryhman palautteen
perusteella kyselylomaketta selkeytettiin lisédmalla siihen kylla — ei —vastausruudut.
Samalla korjattiin myds mukaan eksyneet Kirjoitusvirheet ja kielioppi. Kyselylomake 6ytyy
liitteesta 1.

3.3 Aineiston analysointimenetelmat

Funktion madritelmien luokittelussa kaytettiin kvantifiointiin pyrkivaa sisallon analyysia
(Seitamaa-Hakkarainen, 2000). Aineisto analysoitiin ja jaoteltiin samoihin luokkiin, joita
oli kaytetty Vinnerin ja Dreyfusin (1989) sekd Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksissa.
Luokat olivat toisensa poissulkevia.

My0s osion yksi tehtdvien 2, 3 ja 4 kohdalla kaytettiin virhek&sitysten analysoinnissa
kvantifiointiin pyrkivaa sisallon analyysia (Seitamaa-Hakkarainen, 2000). Rasti ruutuun -
kohdissa jokaisesta oikeasta vastauksesta sai yhden pisteen ja vaarasta tai puuttuvasta
vastauksesta nolla pistetta. Ylakoulun oppilaiden ja lukion oppilaiden vastausten oletettiin
noudattavan normaalijakaumaa. Néain ollen naita vastauksia voitiin vertailla keskenaan
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rilppumattomien ryhmien studentin t-testilla (Nummenmaa, 2007). Kussakin tapauksessa
oli p>0.1. Ryhmien valill4 ei siis ollut havaittavissa tilastollisesti merkitsevaa eroa.

4 Tutkimustulokset ja niiden tulkintaa
4.1 Miten MYP:n Espoossa lapikdyneet yhdeksdsluokkalaiset madrittelevit
funktion verrattuna Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen lukiolaisiin?

Funktiokéasitysten luokitteluun kaytettiin Vinnerin ja Dreyfusin (1989) jaottelua lisaten
siihen Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen kanssa yhtenevéat luokat "Muu” ja "Ei
vastausta”. "Ei vastausta” -luokkaan luokiteltiin tassa tutkimuksessa myds "En tiedd” -
vastaukset. Funktiokéasitykset luokiteltiin kayttden kvantifiointiin pyrkivaa sisallon
analyysia Vinnerin ja Dreyfusin (1989) jaottelun pohjalta taulukossa 2 esitetylla tavalla.

Kuten Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksessa, myds tassa tutkimuksessa
maaritelmat luokiteltiin siten, ettd jokainen vastaus sijoittui tdsmaélleen yhteen luokkaan.

Kuviossa 1 on esitelty oppilaiden antamien funktion maaritelmien jakauma tutkimuksen
kohteena olleessa yldkoulussa ja samana kevaana toteutetun Hannulan ja Tuomen (2012)
tutkimuksen kohteena olleessa lukiossa. Siind, missa lukiolaiset maarittelivat funktion
selvasti eniten kaavan tai sen yhden representaation kautta, ylakoululaisten funktion
madarittelytavat jakautuivat huomattavasti tasaisemmin eri luokkiin. Yleisimmin funktio
maariteltiin kuitenkin myo6s yldkoulussa funktion jonkin representaation kautta. Yllattéen
funktio maéariteltiin kuitenkin oikein eli vastaavuuden Kkautta selvasti useammin
ylakoulussa kuin lukiossa.
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Taulukko 2 Funktion maaritelmien jaottelu.

Luokka

Kuvaus

Esimerkki aineistosta

1) Vastaavuus
(correspondence)

Minka tahansa kahden
joukon alkioiden valinen
vastaavuus, jossa kutakin

ensimmaisen joukon jasenta
vastaa tasmalleen yksi
jalkimmaisen joukon alkio.

"It’s a slaughter house, you
put the input in and get a
output out. For every input
there is a unique output.
(Slaughterhouse is the
function.)”

“For every x-coordinate
there is a corresponding y-
coordinate.”

2) Riippuvuusrelaatio
(dependence relation)

Kahden muuttujan valinen
riippuvuus.

“Something that contains an
input and output.”
“It is a relationship between
the inputs and the outputs.
The line curves.”

3) Saanto (rule)

Jokin riippuvuus, jossa on
havaittavissa
sdannénmukaisuutta.

"Arule”
“A equation withaxanday
axis. The x and the y are
always corresponding.”

4) Operaatio (operation)

Muuttujan arvoa operoidaan,
jolloin saadaan funktion
arvo.

”A calculation that
transforms one set of
numbers to another*

“A middleman that processes
values before handing them
over.”

5) Kaava (formula)

Algebrallinen esitys, yhtalo
tai kaava.

”A function is a formula that
has an input and output.”
“A function is a equation

showing values.”

6) Representaatio
(representation)

Funktio méarittellaén sen
yhdella symbolisella tai
graafisella esityksella, joka
voi olla vailla merkitysta.

“A function is the equation of
drawing a line.”
“A function is a type of an
equation which illustrates a
curved line on a graph.”

7) Muu

Edellisiin luokkiin sopimaton
maéaaritelma.

”A number which has a
precise number given.”
“Functions have inputs,
outputs and a domain“

8) Ei vastausta. / En tieda.
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Funktiokasitysluokkajakauma lukiossa ja MYP -
ylakoulussa
30
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10 - I 1 __ EMYP -ylakoululaiset
Lukiolaiset
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Funktiokasitysluokka

Kuvio 1 Funktiokasitysluokkajakauma

4.2 Miten MYP:n Espoossa lapikdyneet yhdeksdsluokkalaiset ymmartavat
function kdsitteen vertailukohteenaan Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen
lukiolaiset?

Kyselylomakkeessa tehtéva 2 mittasi funktion graafisen, tehtava 3 symbolisen ja tehtéava 4
verbaalisen representaation hallintaa. Tehtdvéassd 2 oli yhteensd yhdeksén kysymysta,
tehtavéssa 3 viisi kysymysta ja tehtavassa 4 kaksi kysymystd. Nama tehtévat pisteytettiin
seuraavasti: oikeasta kyll& / ei vastauksesta sai yhden pisteen ja vaarasta 0. Perusteluja ei
huomioitu pisteytyksessa. Nain maksimipistemaaraksi tuli 16.

Pisteiden jakauma on esitelty kuviossa 2. Pisteiden keskiarvoksi saatiin x =9,12 ja
otoksen keskihajonnaksi s=1,91. Alin pistemaéara oli 5 pistettd, ja pisteiden keskiarvo oli yli
puolet maksimipistemaarastda. Tama kertoo siitd, ettd funktioiden eri representaatioita on
oivallettu kohtuullisella tasolla.

Funktioiden eri representaatioiden
osaaminen Espoolaisessa MYP
koulussa
14
12
10

Koehenkilba

o N M OO

1 2 3 456 7 8 91011121314 1516
Pisteet

Kuvio 1 Funktioiden eri representaatioiden osaaminen Espoolaisessa MYP koulussa
maksimipistemadarana 16.
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Funktion eri representaatioiden hallinta on esitelty kuviossa 3. Tulosten mukaan MYP-
yhdekséasluokkalaiset hallitsivat lukiolaisia paremmin funktion symbolisen ja verbaalisen
representaation. Funktion graafista representaatiota koskevien kysymysten kohdalla moni
funktioita kéasitelleestd kurssikokeesta korkean arvosanan saanut oppilas hylkési kaikki
esimerkit perustellen paatostaan silla, ettéd akseleita ei ollut nimetty. Mahdollisesti tasta
syystd funktioiden graafisen representaation hallinta jai MYP-ylakoulussa lukiolaisia
alhaisemmaksi. Ryhmien valilta ei 16ydetty tilastollisesti merkitsevaa eroa (p>0.1) minkaén
representaation kohdalla. Tehtavéat on analysoitu tarkemmin seuraavassa 0siossa.

Oikeiden vastausten osuus
funktion eri representaatioita
koskevista kysymyksista
70
60
50 -
0 40 - —  mMYP-
% 30 - _ yhdeksasluokkalais
20 - L et
10 - [ Lukiolaiset
o .
> > >
;'Q,QQ) &\06 QQQJ
G{b’b “00 Q(z;v
O

Kuvio 2 Oikeiden vastausten osuus funktion kolmea eri representaatiota koskevista kysymyksista.

4.2.1 Graafinen representaatio

Kyselylomakkeen (liite 1) kysymyksessa kaksi Kkartoitettiin funktion kasitteen
ymmartamista graafisen representaation kautta. Tehtdvadna oli selvittdd, kuvaavatko
annetut kuvaajat ja kuvat funktiota vai eivat. Vertailukohteena olevat lukiolaiset ovat
samana kevaana toteutetun Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen lukiolaiset. Tulokset
(kuvio 4) olivat keskenadan yllattavan samankaltaiset. Ryhmien vélilla ei ollut havaittavissa
tilastollisesti merkittavaa eroa (t=-0.2365,df=16,p>0.1).
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Funktion graafisen
representaation hallinta

120
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Lukiolaiset

a b c d e f g h i
Tehtava 2

Kuvio 3 Funktion graafinen representaation hallinta

Tehtdvan 2a kuvaaja esittdd kaikkialla jatkuvaa ja derivoituvaa funktiota, jonka
lahtdjoukko sijaitsee vaakasuoralla akselilla ja maalijoukko pystysuoralla akselilla. Lahes
kaikki ylakoululaiset tunnistivat tdméan funktioksi. Ne yldkoululaiset (5), jotka vaittivat, etta
kuvaaja ei esita funktion kuvaajaa, antoivat perusteluksi, ettd koordinaatiston akseleita ei
ole nimetty, eika akseleille ole mydskaan kerrottu skaalaa. Namé& samaiset oppilaat olivat
parjanneet erityisen hyvin funktiota kasittelevassad kurssikokeessa. Voisi siis melkein
olettaa, ettd he olisivat tunnistaneet kuvaajan funktion kuvaajaksi, jos heille olisi nimetty
akselit ja asetettu akseleille skaalat.

Tehtavassa 2b haluttiin selvittdd, tunnistetaanko kuvaaja edelleen funktion kuvaajaksi,
kun kyseessd on muuten samoin kayttaytyva funktio kuin tehtévassa 2a, mutta nyt
lahtdjoukko sijaitseekin pystysuoralla akselilla ja maalijoukko vaakasuoralla akselilla.
Yllattden suurempi osa yléakoululaisista kuin lukiolaisista oli oivaltanut timéan. Ero ryhmien
vélilla oli kuitenkin vain pieni. Ylakoululaisista hieman alle puolet tunnisti kuvion 11
kuvaajan funktion kuvaajaksi, ja lukiolaisista noin 41% piti kuvaajaa funktion kuvaajana.
Ylékoululaisten perusteluna sille, ettéd kuvaaja on funktion kuvaaja ja sille, ettd kuvaaja ei
ole funktion kuvaaja, oli useimmiten se, ettd kuvaaja on kuten a-kohdan kuvaaja mutta se
on kaannetty sivuttain. Neljad yladkoululaista oli jalleen sitd mieltd, ettd kuvaaja ei ole
funktion kuvaaja, koska x- ja y-akselia ei ole mééritelty. Hdmmennystd aiheutti myos
kuvaajan aaltomuoto, koska ylékoululaiset olivat kasitelleet vain ensimmaisen ja toisen
asteen funktioiden kuvaajia. Toiset pitivat kuvaajaa paraabelina ja toiset perustelivat, etta
se ei voi olla funktion kuvaaja, koska se ei ole paraabelin tavoin symmetrinen.

Tehtdvassa 2c on esitetty kuvaaja funktiolle, joka ei ole kaikkialla derivoituva.
Ylékoulussa ei puhuta derivoituvuudesta. Sen sijaan tutkitaan suoria ja paraabeleja. Koska
tehtdvan 2c funktio voidaan ajatella muodostuvan janoista siten, ettd se tayttaa viela
funktion madritelman, olisi ylakoululaisten pitdnyt pystya tunnistamaan kuvaaja funktion
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kuvaajaksi. Kuitenkin vain hieman alle 40% ylékoululaisista tunnisti kuvaajan funktioksi.
Jélleen nelja oppilasta hylkasi kuvaajan, koska x- ja y-akselia ei ole maaritelty. 12 oppilasta,
eli loput niistd oppilaista, jotka perustelivat vastauksiaan, kertoi, ettd kuvion 12 kuvaaja ei
ole funktion kuvaaja sen sahalaitaisuuden vuoksi. Toisaalta myds vain puolet lukiolaisista,
joiden olisi pitanyt olla jo tehnyt tuttavuutta kuvion 12 mukaisen kuvaajan kanssa, onnistui
tunnistamaan kuvaajan funktion kuvaajaksi.

Tehtavdn 2d kuvaaja esittdd funktiota, jonka lahtojoukko on epéyhtendinen
reaalilukujen osajoukko. Taman kelpuutti funktion kuvaajaksi vain hyvin harva lukiolainen
ja vield harvempi ylékoululainen (24%). Ylakoululaisten materiaalissa oli yksi paloittain
madaritellyn funktion kuvaaja, mutta siind lahtdjoukko oli kuitenkin yhtendinen. Taméan
huomioon ottaen on yllattéavas, ettd ndinkin moni ylakoululaisista oli oivaltanut kuvaajan
esittavan funktiota. Ehdottomasti suurin osa yladkoululaisista perusteli vaaraa vastaustaan
kuvaajan katkonaisuudella. Jalleen nelja oppilasta hylkasi kuvaajan, koska x- ja y-akselia ei
ole méaaritelty.

Tehtdvassa 2e on esitetty kuvaaja, jonka maalijoukon arvot eivat maaraydy
yksikasitteisesti jokaiselle lahtdjoukon arvolle. Néin ollen kuvion 14 kuvaaja ei siis ole
funktion kuvaaja. Selvésti yli puolet yldkoululaisista (63%) ja lukiolaisista (72%) vastasi,
ettd kuvion 14 kuvaaja ei esitd funktion kuvaajaa. Mutta valitettavan usein oikealla
vastauksella oli vaara perustelu. Jalleen yleisin perustelu sille, miksi tehtéavan 2e kuvaaja ei
esité funktiota, oli kuvaajan epgjatkuvuus eika suinkaan yksikasitteisyys. Sen sijaan joitakin
vaaria vastauksia, eli kuvaaja oli luokiteltu funktion kuvaajaksi, oli perusteltu silla, ett&
kuvassa on kahden eri funktion kuvaajat. Vaikka tdmé on totta, ei vastauksia voitu hyvaksya
oikeaksi, koska tehtdvdnannon mukaan tilannetta oli tarkasteltava vain mahdollisena
yhden funktion kuvaajana.

Tehtava 2f esittaa oppilaille geometriasta tuttua ympyran kehaa. Tarkoitus oli selvittaa,
oivalletaanko téstd tutusta muodosta, ettd se ei kuvaajana tdytd funktion kuvaajan
vaatimuksia. Suurin osa seka yléakoululaisista (65%) etté lukiolaisista (74%) oli sitéd mieltd,
ettd tehtéavan 2f kuvaaja ei esitd funktiota. Ylakoululaiset hylkasivat kuvaajan funktioksi
kelpaamattomana perustellen sitd usein sillg, ettd kuvaaja esittdd ympyrad eika funktion
arvojen yksikasitteisyydella. Ainoastaan yksi yldkoululainen perusteli vastaustaan sillg, etta
funktion kuvaaja ei voi menna takaisinpain eli toisin sanoen funktion arvojen taytyy olla
yksikéasitteisia. Nelja oppilasta hylkasi kuvaajan, koska x- ja y-akselia ei ole maaritelty.
Suurin osa ylédkoululaisista véitti kuvaajan esittavan heille samana kevaana trigonometrian
kurssilla tutuksi tullutta yksikkdympyraa ja kaytti tatéa perusteluna sille, ettéd kuvaaja ei
voinut olla funktion kuvaaja. Loput perustelivat vastaustaan kuten lukiolaiset, eli kuvaaja ei
voinut esittad funktiota, koska se esittdd ympyréaa.

Tehtadvissd 2g, 2h ja 2i kartoitettiin funktion kasitteen ymmarrysta yleisella tasolla
alkioiden kuvausten kautta. Lukiolaisille téllainen esitystapa ei ollut tuttu. Taman vuoksi
oikeiden vastausten lukumaara tehtavan 2g kohdalla nousi korkeaksi, kun taas tehtéavien 2h
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ja 2i oikeiden vastausten maara jai pieneksi (Hannula & Tuomi 2012). Ylakoululaisille
esitystapa oli sen sijaan tuttu heidan oppimateriaalistaan, vaikka osa vaittikin, etta ei ollut
nadhnyt vastaavaa esitystapaa aikaisemmin. Oikeiden vastausten osuus kohosikin
ylékoululaisilla kohdissa 2h ja 2i lukiolaisten oikeiden vastausten osuutta korkeammalle.

4.2.2 Symbolinen representaatio

Kyselylomakkeen  kolmannessa  kysymyksessa kartoitettiin  funktion  kasitteen
ymmartamista symbolisen representaation kautta. Tehtavana oli selvittdd, kuvaavatko
annetut lausekkeet ja yhtalot funktiota vai eivat. Vertailukohteena olevat lukiolaiset ovat
samana kevaana toteutetun Hannulan ja Tuomen (2012) tutkimuksen lukiolaiset. Yllattéen
ylékoululaiset hallitsivat funktion symbolisen esitystavan aavistuksen verran lukiolaisia
paremmin. Ryhmien vélilla ei ollut kuitenkaan havaittavissa tilastollisesti merkitsevaa eroa
(t =0.703735, = 8, p > 0.1). Tulokset on esitelty kuviossa 5.

Funktion symbolisen
representaation hallinta
100

80 -
60 -
% R .
40 - ————— —  EMYP ylakoululaiset
20 - 1 t Lukiolaiset
O .
a b c d e

Tehtava 3

Kuvio 4 Funktion symbolisen representaation hallinta

Tehtavassa 3 a oli ylakoululaisilla toisen asteen funktion lauseke f(x) =2x2+5 ja
lukiolaisilla kolmannen asteen funktion lauseke f(x)=2x3+5. Ainostaan kolme
ylékoululaisista ei kelpuuttanut toisen asteen funktion lauseketta funktion lausekkeeksi.
Naisté yksi antoi perusteluksi sen, etta maarittelyjoukkoa ei ole mainittu.

Tehtavassa 3 b oli origokeskisen yksisateisen ympyran yhtalo y? + x? = 1. Yllattéaen
ylékoululaiset onnistuivat vastaamaan tahan kysymykseen selvasti useammin oikein kuin
lukiolaiset, vaikka ympyran yhtalo6ad ei kasitella vield ylédkoulussa. Ainoastaan nelja
ylékoululaisista vaitti yhtalon kelpaavan funktioksi, ja yksi jatti vastaamatta. Naista vaarin
vastanneista ainoastaan yksi perusteli vastaustaan silla, etta y voi olla f. Sitd vastoin oikein
vastanneista 22 perusteli vastaustaan sillg, ettd yhtélossa ei esiinny f(x). Ainoastaan yksi
perusteli vastaustaan funktion yksikasitteisyydella. Kolme oikein vastanneista vaitti yhtalon
esittavan suoraa, ja yksi perusteli jalleen yhtaloén hylkdaamista silla, etta maarittelyjoukkoa
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ei ole mainittu. On siis hyvin mahdollista, ettd yhtaléa ei ole kelpuutettu funktioksi
esitysteknisista syista sen sijaan, etta olisi pohdittu, kayttaytyyko se funktiolle ominaisella
tavalla.

Tehtavassa 3 ¢ oli esitetty funktio f(x)= {x’ kun —42<x <0

5kun0 < x < 42
kysymykseen olivat ylakoululaiset onnistuneet vastaamaan oikein lukiolaisia selvasti

Myds tahéan

useammin. Tama oli yllattavaa, koska tallainen funktion esitystapa oli mainittu yldkoulun
tunneilla vain kerran. Tahan kysymykseen jatti vastaamatta 3 ylakoululaista, 10
ylédkoululaista vastasi vaarin ja 36 oikein. Seitseman oikein vastanneista hyvaksyi
lausekkeen funktioksi, koska siellé esiintyi f(x). Nelja oikein vastanneista vetosi siihen, etta
funktio oli hyvin maaritelty ja yksikasitteinen. Yksi oikein vastanneista vaitti virheellisesti
funktion olevan toiseen asteen funktio. Yksi vaarin vastanneista hylkasi funktion, koska sen
yhteydessa ei ollut mainittu, ettéd x kuuluu reaalilukujen joukkoon.

x+1,kunx >5
x—1,kunx <7

Téassa “funktio” saa esimerkiksi arvolla x = 6 kaksi eri arvoa, mika tarkoittaa, ettd kyseessa

Tehtdvassa 3 d kysyttiin, onko lauseke f(x)={ funktion lauseke.

ei ole funktio. Vain pieni osa niin ylakoululaisista kuin lukiolaisistakin sai tdméan kohdan
oikein. Ylakoululaiset onnistuivat vastaamaan tahan kysymykseen jalleen lukiolaisia
hieman useammin oikein. Ainoastaan yksi yldkoululaisista jatti vastaamatta tahan
kysymykseen. 18 vastasi oikein ja 30 vaarin. Vaarin vastanneista viisi kelpuutti lausekkeen
funktioksi, koska sielld esiintyi f(x). Yllattden kaksi vaarin vastanneista oli oikeilla jaljilla
perusteluissaan, mutta ei ollut kuitenkaan uskaltanut vaittaa, etta lauseke ei esita funktiota.
Heidén perustelunsa olivat:

" If x is less than 5 than it could work.”
“It would be a bad function, because if we state x as 6 because it is both x>5 and
x<7.”

Naissa tapauksissa oli selvasti huomattu maarittelyjoukon ristiriitainen tilanne, vaikka
ensimmaisessa tapauksessa ratkaisu ei toimisi, ja toisessa vditettiin sen olevan “huono
funktio” eli funktio yhta kaikki. Myds kolme oikein vastanneista oli perustellut vastaustaan
oikein maarittelyjoukon ristiriitaisuudella. Yksi oikein vastanneista oli hylannyt jélleen
funktion, koska missaan ei kerrottu, etté x kuuluu reaalilukujen joukkoon.

Tehtéavassa 3 e kysyttiin, onko f(x) = {%iﬂ;ﬁci%funktio. Tilanne oli muuten sama

kuin edellisessa kysymyksessa (3 d), mutta nyt oppilaan téaytyi muistaa ja ymmartag, etta
rationaalilukujen joukko on reaalilukujen osajoukko. Ainoastaan tdhan kysymykseen
symboliseen representaatioon liittyvistd kysymyksistd vastasi useampi lukiolainen kuin
ylakoululainen oikein. Hannula ja Tuomi (2012) toteavat kuitenkin tutkimuksessaan, etta
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vaikutti siltd, ettd lukiolaiset eivat useasti lainkaan ymmartaneet tata merkintaa.
Ylékoululaisista 5 jatti vastaamatta tdhan kysymykseen, 30 vastasi vaarin ja 14 vastasi
oikein. 4 vaarin vastanneista ylakoululaisista kaytti jalleen merkintda f(x) perusteluna
vastaukselleen. Ainoastaan yksi yldkoulun oppilas varsinaisesti perusteli vastauksensa. Han
vastasi oikein ja perusteli vastauksensa myos oikein:

” The f(x) cannot be at the same time 1 and 0.”

4.2.3 Verbaalinen representaatio

Kyselylomakkeen tehtdva nelja mittasi oppilaiden funktion verbaalisen representaation
ymmarrysta. Jalleen tulokset (kuvio 6) olivat hyvin samankaltaiset kummassakin ryhmassa,
eikd ryhmien valilla ollut havaittavissa tilastollisesti merkitsevaa eroa (t = 0.206093, = 2,
p > 0.1).

Funktion verbaalisen
representaation
hallinta

70
60 -
50 -
9% 20 —  mMYP
30 - — ylakoululaiset
20 - — Lukiolaiset
10 - —
O i
a b
Tehtava 4

Kuvio 5: Funktion verbaalisen representaation hallinta.

Tehtévassa 4 a kysyttiin: onko olemassa funktiota, joka saa saman arvon kaikilla x € R?
Oikeita vastauksia tdhéan kysymykseen oli ylakoululaisilla lukiolaisia hieman enemman.
Ylékoululaisista 5 jatti vastaamatta tdhan kysymykseen, 14 vastasi vaarin ja 30 oikein.
Siind, missa lukiolaiset antoivat myds esimerkkejd tahéan kysymykseen (Hannula & Tuomi
2012), ylakoululaiset tyytyivéat kirjoittamaan vain kylla / ei vastauksia.

Tehtéavassa 4 b kysyttiin: onko olemassa funktiota, joka saa yhdella x kaikki y:n arvot? /
is there a function that obtains all the values of y for only one value of x? T&han
kysymykseen jatti 6 vastaamatta, 22 vastasi vaarin ja 21 oikein. Myds téhan kysymykseen
olivat ylékoululaiset tyytyneet vastaamaan vain kylla tai ei. Ainoastaan kaksi oikein
vastannutta oli perustellut vastaustaan. Perusteluna oli kdytetty funktion yksikéasitteisyytta.
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4.3 Mitd yhteyksia on havaittavissa funktiokdsityksen ja ylakoulun
paattéarvosanan valilld MYP:n Espoossa ldpikdaynneilla yhdeksasluokkalaisilla?

Koska koehenkildiden lukumaara kutakin funktiokasitysluokkaa kohden on niin pieni (alle
10 jokaisessa luokassa), ei tilastollisten testien suorittaminen ole mahdollista. Aineiston
pienuuden vuoksi tuloksista ei mydskaan voida vetda varsinaisia johtopaatoksia, vaan ne
ovat parhaimmillaankin vain suuntaa antavia.

Paattbarvosanajakauma
funktiokasitysluokittain

10

8

il 11

4
T2 3 4 5

Funktiokasitysluokka

pPaattdarvosana

Kuvio 7 Paattéarvosanajakauma funktiokasitysluokittain

Oppilaat, jotka maarittelivat funktion vastaavuuden kautta (luokka 1), vaikuttaisivat
olevan matemaattisesti orientoituneita oppilaita. Heidan paattéarvosanojensa keskiarvo oli
9,8 ja vaihteluvalin pituus 1. Viidesta oppilaasta ainoastaan yksi sai arvosanan yhdeksan ja
loput saivat arvosanan 10. Yhdeksadnnen luokan matematiikan tunneilla ndma oppilaat
osoittivat darimmaistd kiinnostusta matematiikkaa kohtaan: asioiden ymmartaminen ja
matemaattisesti oikein ilmaiseminen oli heille tarke&a. Motivaatiota riitti myos kotiléksyjen
tekemiseen. Ymmarryksen liséksi hyvan arvosanan saavuttaminen oli heille téarkeda. Heitd
voisi jopa kuvailla perfektionistisiksi luonteiksi matematiikan suhteen.

Riippuvuusrelaation kautta (luokka 2) funktion mééritelleet oppilaat vaikuttaisivat sen
sijaan olevan tasaisen hyvid oppilaita. Heistéa jokaisen (5 oppilasta) matematiikan
paattdarvosana oli 9 (keskiarvo 9, vaihteluvalin pituus 0). Yhdekséannen luokan aikana
nama oppilaat olivat hyvin arvosanaorientoituneita. He opiskelivat kokeeseen paljon, mutta
eivat kokeneet tunnilla tydskentelyd tai joka kerta kotilaksyjen tekemistd kovinkaan
tarkeéksi. Nama oppilaat tuntuivat olevan luonteeltaan hyvin sosiaalisia.

Oppilaat, jotka maarittelivat funktion sédnnon kautta (luokka 3), paatyivat saamaan
matematiikan paattdarvosanakseen 8 (keskiarvo 8, vaihteluvalin pituus 0). Nama oppilaat
tuntuivat yhdeksédnnen luokan aikana olevan motivoituneita matematiikan opiskeluun
lahinn& vain vanhempien painostuksesta. He olivat taipuvaisia kayttamaan matematiikan
tunnit haaveiluun, eika aktiivinen osallistuminen tuntiin ollut milldan lailla heille tarke&a.
Kokeissa he tekivat erikoisia virheitd, mutta paapirteissadn osasivat asiat hyvin.
Luonteeltaan he vaikuttivat olevan hyvin introvertteja.
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Operaation kautta (luokka 4) funktion maaritelleet oppilaat saivat tdssd aineistossa
matematiikan paattdarvosanakeskiarvon 8,4 vaihteluvélilla, jonka pituus on 3. Nama
oppilaat antoivat hyvin erilaiset kuvat itsestddn yhdeksannen luokan aikana. Tama ryhma
pitdd sisallédn erilaisia oppilaita niin  luonteenpiirteiltddn, motivaatioltaan kuin
tyoskentelytavoiltaankin. Heille yhteista tuntui olevan ainoastaan se, etté he eivat tuntuneet
kokevan aktiivista tuntityoskentelya tarkeéksi.

Oppilaat, jotka paatyivat maarittelemaan funktion kaavan kautta (luokka 5), saavuttivat
tdssa aineistossa matematiikan paattdarvosanakeskiarvon 9,3 (vaihteluvélin pituus 2).
Matematiikan tunneilla he osoittivat pyrkimystd ymmartamiseen. He kuuntelivat tarkasti,
mité opettaja asiasta heille kertoi, pohtivat sité ja esittivat kysymyksia. Tunnilla aktiivinen
tyoskentely oli heille tarkedd, kuten myos hyvan arvosanan saavuttaminen. Naill& oppilailla
tuntui olevan selked sisédinen motivaatio.

Representaation kautta funktion madritelleet oppilaat (luokka 6) saavuttivat
matematiikan paattdéarvosanakeskiarvon 9 (vaihteluvalin pituus 2). Vuoden mittaan kéavi
selvaksi, ettd hyvan arvosanan saavuttaminen oli ndille oppilaille tarkedd. He pyrkivat
osallistumaan tunnilla, vaikka olivatkin taipuvaisia puuhastelemaan jotain muuta tunnin
aikana. He kuitenkin pyrkivét itse aktiivisesti ymmartamiseen.

Oppilaat, jotka maarittelivat funktion edellisiin luokkiin sopimattomalla tavalla (luokka
7), saavuttivat matematiikan paattdarvosanakeskiarvon 8,5 (vaihteluvalin pituus 3).
Vuoden mittaan naytti silta, ettd henkinen lasnéolo tunneilla oli néille oppilaille haastavaa.
Tunnilla oltiin aktiivisia vain, jos siitd oli silla hetkella hyétyd. Muuten keskityttiin aivan
muihin asioihin. Kokeeseen kuitenkin opiskeltiin niin, ettd siita paastiin varmasti lapi.

Oppilaat, jotka eivat maaritelleet funktiota lainkaan tai vastasivat "en tieda” (luokka 8),
saivat matematiikasta paattdarvosanakeskiarvon 7,8 (vaihteluvalin pituus 3). Tasta
ryhmasté 16ytyy oppilaita, jotka vuoden mittaan osoittivat darimmaista laiskuutta opiskelun
suhteen (matematiikan laksyt lahes aina tekemattd), ja toisaalta taas oppilaita, joilla oli aina
kotitehtavat tehtynd, mutta ahkeruudesta ja jopa kyvykkyydesta huolimatta usko itseen /
omiin matemaattisiin kykyihin oli vahainen.

5 Pohdinta

Tutkimuksen kohteena oli hyvin erityinen joukko oppilaita, joten tuloksia on tulkittava
varoen. MYP-ylédkouluja on Suomessa yhteenséa vain 5, mika tarkoittaa, ettd tutkimuksen
ylékoululaiset poikkesivat opetusideologian puolesta valtaosasta Suomen ylékoululaisista.
Erilaisen opetusideologian lisdksi téhan tutkimukseen osallistuneet oppilaat oppivat
funktiokasitteen materiaalista, joka ei ole ollut saatavilla muissa ylédkouluissa. On siis
mahdollista, ettd tdhan tutkimukseen osallistuneiden ylakoululaisten vastaukset poikkeavat
my6s muiden MYP-ylakoulujen oppilaiden vastauksista. On my®ds mahdollista, etta
tutkittaessa saman koulun oppilaita muutamaa vuotta myéhemmin saataisiin erilaisia
tuloksia: tutkimukseen osallistunut koulu IB-sertifioitiin, kun tutkimukseen osallistuneet
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ylédkoululaiset olivat yhdeksasluokkalaisia. Koulu oli kuitenkin noudattanut MYP:n
opetusideologiaa jo kaksi edellistda vuotta. NA&in ollen tutkimukseen osallistuneet
yhdekséasluokkalaiset olivat ensimmadinen ikdluokka kyseissd koulussa, joka oli opiskellut
MYP:n mukaisesti. MYP oli uusi tuttavuus myos koulun opettajille, jonka liséksi
tutkimukseen osallistuneiden yhdekséasluokkalaisten oppilaiden matematiikan opettaja
vaihtui kahdeksannen luokan jélkeen opettajaan, joka tutustui tuolloin vasta ensimmaista
kertaa MYP:en. Nama tekijat tekevat yleistettavyyden Middle Years Programme -oppilaisiin
hyvin kyseenalaiseksi.

Otos pitédd siséalladn kyseisen vuosiluokan kaikki heikoimmat oppilaat, mutta ei
vahvimpia. Tdman lisdksi monet kurssikokeessa hyvin parjanneet oppilaat hylkasivat kaikki
kuvaajat, koska akseleita ei ollut nimetty. Nama tekijat saattavat vaaristaa tuloksia funktion
hallinnasta kasitteena todellisuutta alhaisemmiksi.

Kuten tassd tutkimuksessa MYP-ylakoululaisten, my6s Vinnerin ja Dreyfusin (1989)
tutkimuksessa college-opiskelijoiden ja junior high school —opettajien piti paattaa,
esittddko jokin kuvista tai yhtaloistd funktiota, ja sen jalkeen antaa perustelut
paatokselleen. Kummassakin tutkimuksessa oli I0ydettévissa tapauksia, joissa perustelu oli
oikein, mutta vastaus vadrin ja toisin pain. Nayttaisi siis, ettd hAmmennys funktiokéasitteen
suhteen ei ole sidoksissa ikaén tai opintojen maaraan.

Tassa tutkimuksessa ei havaittu tilastollisesti merkitsevaa eroa lukiolaisten ja
ylékoululaisten vélilla oikeiden vastausten lukumadrissa. Vinnerin ja Dreyfusin (1989)
tutkimuksessa ei mydskaan havaittu merkittavid eroja korkeamman tason matematiikka
opiskelevien ja matalamman tason matematiikkaa opiskelevien college-opiskelijoiden
vélilla. Herdd kysymys, muodostuuko funktiokésitys siis jo ylakoulussa, ja sitd on sen
jalkeen endd hankala muuttaa. Vastauksen saaminen téhan kysymykseen vaatisi
huomattavasti laajempaa pitkittaista jatkotutkimusta.

Funktion oikein eli vastaavuden kautta maaritelleet oppilaat olivat kaikki
matematiikassa ansioituneita oppilaita. Samoin Vinnerin ja Dreyfusin (1989)
tutkimuksessa kaikista eniten matematiikkaorientoituneet henkilét maarittelivat funktion
vastaavuuden kautta. Herda kysymys, tulisiko matematiikan opetuksessa painottaa
vastaavuuden kautta funktion esittdmisté jo ylakoulussa.

Toisaalta opettaja voi antaa virallisen méaaritelmén funktiosta ja tytskennelld yleisen
notaation parissa hetken, ennen kuin han viettaa pitkia aikoja kayttaen esimerkeissadn vain
kaavoja. Tallaisessa tapauksessa kasitteeseen liittyvd mielikuva voi kehittya rajoitetumpaan
notaatioon, jossa on vain kaavoja. Oppilas on voitu jopa opettaa vastaamaan oikealla
virallisella maaritelmalla, vaikka hanen kasitteeseen liittyva mielikuvansa on puutteellinen
tai jopa vaara. (Tall & Vinner 1981.) MYP-ylakoululaisten oppimateriaaliin oli yritetty
sisallyttdd funktiotehtavia funktion eri representaatioita mahdollisimman monipuolisesti
kayttaen. Tulokset antaisivat ymmartad taman lahestymistavan kantaneen hedelmaa.
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Oppimateriaalin laatiminen ja kurssin opettaminen tapahtuivat kuitenkin ennen
tutkimuksen aloittamista. Kumpaakaan ei siis toteutettu ennakoiden tulevaa
kyselylomakkeen tayttoa.

Vinnerin ja Dreyfusin (1989) tutkimuksessa korkeamman tason matematiikan
opiskelijat perustelivat enemmaéan ja paremmin heidan vastauksiaaan kuin matalamman
matematiikan tason opiskelijat. Yllattéen MYP-ylédkoululaiset perustelivat vastauksia
huomattavasti enemman kuin lukiolaiset. Tahan voi olla kuitenkin syynd Hannulan ja
Tuomen (2012) kyselylomake, johon ei ollut jatetty erikseen tilaa perusteluille, kuten
ylékoululaisten lomakkeessa oli. Toisaalta MYP vaatii oppilaita reflektoimaan jatkuvasti
omaa tyotddn ja ilmaisemaan itseddn kirjallisesti myds matematiikassa. Olisi
mielenkiintoista tutkia, antavatko MYP:n lapikdyneet oppilaat herkemmin perusteluja
vastauksilleen kuin muut ylékoululaiset.

Saatujen tulosten valossa voidaan uuden opetussuunnitelman lahestymisen Middle
Years Programme —opetusta ndhdé positiivisena asiana.
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LIITE 1. Kyselylomake 2012

Kyselylomake 2012 / Questionnaire 2012

1. Nimi/ Name:

2. 1kd/ Age:

Osio 1: Funktiokasitys / Function conception

1. Maarittele, mika on funktio. / Define what a function is.

2. Rastita ruutu, jonka koet olevan oikea vastaus kysymykseen. / Please
check the box that you think is correct.
A) Onko tama funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?

kylla / yes

ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

B) uiiku tainia tunikuvn Kuvadyass 15 uns a yrapn of

kylla / yes

ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?
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C) Onko tama funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?

kylla / yes

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

ei/ no

D) Onko tama funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?

kylla / yes

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

ei/ no

/

E) Onko tama funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?

kylla / yes

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

ei/ no
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F) Onko tama funktion kuvaaja? / Is this a graph of a function?

kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

tio? / Is this a function?

kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

H) Onko tama funktio? / Is this a function?

kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?
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1) Onko tdma funktio? / Is this a function?

kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

<

3.

A) Onko yhtalo f(x) = 2x% + 5 funktio? / Is the equation f(x) = 2x* + 5 a
function?
kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi eit7—vwny or why not?

L=

B) Onko yhtalo y? + x? = 1 funktio? / Is the equation y? + x? = 1 a function?

kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?
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—42 < .

C) Onko f(x) = {x;“f{i‘m 2= r s funktio? /
x,when —42 <x <0 .

Is f(x) ={ 5 when 0 < x < 42 a function?

kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

x+1,kunx>5
x—1,kunx <7

x+ 1,whenx >5

D) Onko f(x) = % — 1whenx <7 2

funktio? / Is f(x) = {

function?

kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?

1,kunx € Q
O, kunx eR

1,whenx € Q

ion?
0, when x € R a function”

E) Onko f(x) = { funktio? / Is f(x) = {

kylla / yes ei/ no

Miksi tai miksi ei?/ Why or why not?
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4.
A) Onko olemassa funktiota, joka saa saman arvon kaikilla x € R? / Is there a
function that obtains the same value for every x € R?

B) Onko olemassa funktiota, joka saa yhdelld x kaikki y:n arvot? / Is there a
function that obtains all the values of y for only one value of x?
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