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Matematiikan kuusi osaa: David Tallin matematiikan kolmen
maailman viitekehyksen laajentaminen Juha Oikkosen matematiikan
kaksilla kasvoilla

Jani Hannula
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto ¢ jani.hannula@helsinki.fi

Tiivistelma David Tallin matematiikan kolme maailmaa tarjoaa viitekehyksen matemaattisen
ajattelun ja sen kehittymisen tarkasteluun. Tallin kolmen maailman viitekehyksen laajentaminen
Juha Oikkosen "matematiikan kaksilla kasvoilla” tuottaa uuden, laajemman viitekehyksen, jossa
tietyt nakékulmat matematiikan oppimiseen liittyvassa tutkimuksessa (kuten miniteoriat) asettuvat
osaksi laajempaa kokonaisuutta. Oikkosen aiemmin hahmottelemalla ja téssa kirjoituksessa
tarkemmin analysoidulla viitekehyksellda on selitysvoimaa my6ds esimerkiksi yksittdiseen
matemaattiseen kasitteeseen liittyvan oppimisprosessin tarkastelun suhteen.

1 Johdanto

Esittelen téssd Kirjoituksessa aluksi David Tallin matemaattista ajattelua ja sen
kehittymista kuvaavan matematiikan kolmen maailman viitekehyksen. Tall (2013) on
pyrkinyt matematiikan kolmen maailman avulla kuvaamaan matemaattisen ajattelun
kehittymistd varhaisesta lapsuudesta aina yliopistotason ajatteluun asti. Tarkempaan
(esimerkiksi yksittdiseen kasitteeseen liittyvddn) oppimisprosessin kuvaamiseen ja
tutkimiseen tarvitaan jotain spesifisempéad kuten APOS-teoria, joka jasentdd yksilon
oppimista asteittain lahtien yksittaisista teoista (actions) ja paatyen skeemojen (schemas)
rakentumiseen (ks. Dubinsky, E. & McDonald, M. A., 2001). Pyrin tassa Kirjoituksessa
osoittamaan, ettd Tallin kolmen maailman viitekehystd on mahdollista laajentaa
yhdistamalla siihen Juha Oikkosen "matematiikan kahdet kasvot” (ks. Oikkonen, 2004).
Oikkonen (2013) on hahmotellut ndiden kahden viitekehyksen yhdistdmista. Pyrin téssa
kirjoituksessa muotoilemaan taman yhdistetyn viitekehyksen (esimerkin avulla) ja
arvioimaan sen arvoa matemaattista ajattelua kuvaavana teoriana.

2 David Tallin matematiikan kolme maailmaa

Ajatellessamme matemaattisesti saatamme tehdd havaintoja esimerkiksi edessdmme
olevasta kuvasta, suorittaa opittuja symbolisia proseduureja tai tutkia formaalia
matemaattista teoriaa. Nadmé& eri matemaattisen ajattelun aspektit ovat David Tallin
matematiikan kolmen maailman nakdkulman lahtékohdat (ks. Tall, 2004). Tallin jaottelu
ei ole filosofinen positio tai teoria siitd, mitd matematiikka on, vaan yksinkertainen
viitekehys sille, minkalaiset ajattelun aspektit ovat tai voivat olla lasnd, kun ihminen oppii
matematiikkaa. Tallin matematiikan kolme maailmaa ovat
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kasitteellis-ruumiillinen/ilmeneva maailma (conceptual-embodied),
proseptuaalis-symbolinen maailma (proceptual-symbolic) ja
aksioomaattis-formaali maailma (axiomatic-formal).

Kaytan naista jatkossa nimia ilmeneva, symbolinen ja formaali maailma. Mitd nama
maailmat sitten tarkoittavat? Jos ajattelemme esimerkiksi summaa 1 + 2 + 3 + ... + 100,
voimme havaita, ettd se on sama kuin 50 - 101. Luku 50 on puolet sadasta ja 101 on sama
kuin 100 + 1. Yleisemmin voidaankin laskea n perdakkaistd luonnollista lukua yhteen

kaavalla

nn+1)

1424344+ +n=——

Miten tdma matemaattinen totuus voi meille ndyttaytyd tai miten sen voi keksid?
IImenevdn maailman ndkokulmasta se voi nayttaytya esimerkiksi seuraavanlaisen kuvan

avulla.

n+1l

Kuvio 1 Summakaava Tallin 1. maailmassa

Kuvassa summa 1 + 2 + 3 + 4 ruumiillistuu ja ilmenee punaisten tai sinisten ruutujen
lukumadarana. Koska ruutuja on yhteensd 4 - 5 kappaletta ja liséksi sinisid ja punaisia
ruutuja on yhta paljon, on summan 1 + 2 + 3 + 4 pakko olla puolet tulosta 4 - 5.
Voimme “sielumme silmin” nahda, etta olipa ruutujen maara mika tahansa (n kappaletta),
havaintomme pysyy samana: yhtalon

nn+1)

14243+ 4+ +n=——
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on pakko olla totta. limenevassa maailmassa on siis kyse siitd, ettd matematiikkaa
ymmarretddn asioiden konkretisoituessa tavalla tai toisella (esineet, kuvat, mielikuvat,
kehollinen kokeminen...). Tallaiset matematiikkakokemukset ovat mm. Varga—Neményi-
menetelman (eli ns. unkarilaisen matematiikan) ydinté (ks. Lampinen, 2008).

Toisaalta asiaa voi ajatella symbolisen maailman nakokulmasta esimerkiksi
merkitsemalla S =1+ 2 + 3 +4 ja "laskemalla allekkain”:

S= 1+2+43+4
S=4+3+2+1

25=5+5+5+5

Siis on oltava 2S = 4 - 5, mika tarkoittaa ettd S = (4-5)/2. Tamén voisi tietenkin tehda
myo6s yleisemmalla tasolla merkitsemélla Sp =1+ 2 + 3 + 4 + ... + n ja yleistamalla
aikaisemman “geneerisen” esimerkin. Tdm& matematiikan maailma nayttaytyy usein
koulun matematiikan tunneilla ja my0s korkeakouluissa matematiikkaa opiskellessa.
Maailman nimessa esiintyva sanaleikki "prosepti” viittaa sanoihin process ja concept;
voimme ajatella symboleita pyoritellessamme sekd& yhteenlaskun prosessia ettd lukujen
yhteenlaskua késitteend. Proseptin kéasite on peréisin Eddie Graylta ja David Tallilta (1991).
Oppimisprosessia voidaan taméan dualiteetin pohjalta tarkastella samaan tapaan kuin
APOS-teoriaa kayttéen: tiettyyn matemaattiseen kéasitteeseen liittyva ajattelu voi muuttua
alkeellisesta "hienostuneemmaksi” (ks. Tall, 2013 s. 64).

Mikd sitten on formaalin maailman né&kdkulma esiteltyyn summakaavaan?
Aksiomaattis-formaalissa maailmassa katsotaan nimensd mukaisesti matematiikkaa siita
nakokulmasta, mika olisi ns. formalistisen matematiikkakuvan (ks. Mura, 1993) mukaista
matematiikkaa: matematiikka perustuu sovittuihin aksioomiin, joista johdetaan
deduktiivisesti uutta tietoa. Tassd tarkasteltava véite koskee matemaattisen teorian
nakokulmasta luonnollisten lukujen joukkoa. Luonnolliset Iluvut maaritelladn
matemaattisessa teoriassa esimerkiksi Peanon aksioomien avulla. Summakaavan vaite
voitaisiin formaalisti todistaa induktiotodistuksella, silla Peanon aksioomissa on mukana
ns. induktioaksiooma. Induktioaksiooma sanoo karkeasti ottaen, ettd luonnollisten lukujen
joukko koostuu tdsmalleen luvusta O ja tdman seuraajista (eli luvuista 1,2,3,4,...). Tasta
aksioomasta seuraa se, ettd ns. induktioperiaatetta voidaan kayttaa todistamaan vaitteita
kaikille luonnollisille luvuille.

Vdite todistettaisiin toteamalla aluksi, ettd vaite E(n), joka on yhtald 1+2+3+4+...+n =
n(n+1)/2 péatee, kun n=1. Taéma on itse asiassa melko helppo huomata, silla

1-2 1(1+1)
2 2

1= 2=
===
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Taman jalkeen todistettaisiin lause E(n) => E(n+1) (eli jos véite patee arvolla n, niin se
patee myos arvolla n+1). Tamén jéalkeen induktioaksiooman perusteella tulos patee kaikilla
luonnollisilla luvuilla. "Jossittelulauseen” E(n) => E(n+1) todistus voisi ndyttaa esimerkiksi
seuraavalta.

Oletetaan, etta

nn+1)

1424344+ +n=——

Talloin

1+24+3+4+-+n+(n+1)

_nn+1)

5 +(n+1)

nn+1)+2(n+1)
2

n+2)(n+1)
2

n+1DMn+2)
2

_ (m+D((r+ 1D+ 1)
B 2

On huomattava, ettd tdma todistus sisdltdd itse asiassa paljon symbolisen maailman
ajattelua. Vaikka Tallin maailmat ovat hierarkkiset siind mielessd, ettd matematiikan
oppiminen alkaa ilmenevdn maailman havainnoista ja saavuttaa huippunsa kolmannen
aksiomaattis-formaalissa ajattelussa, eri maailmojen ajattelua voi olla 1&sna
samanaikaisesti. Kuten Tall (1999) on todennut, todistusten oletukset riippuvat aina
kontekstista. Tassa oletettiin tunnetuiksi “tuttuja laskusdantgjd” sen kummemmin
miettimattad, mista aksioomista nama tarkalleen seuraavat.

llmenevédssa ja  symbolisessa maailmassa  jouduin  joka  tapauksessa
turvautumaan ”"potentiaalisesti darettomiin” todistuksiin saadakseni itseni vakuuttuneeksi
kaavan oikeellisuudesta. Selvanéa erona télle aksiomaattis-formaalissa maailmassa todistus
on "aarellinen” ja tuloksen yleistyminen kaikkia luonnollisia lukuja koskevaksi selittyy sillg,
millaiseksi luonnollisten lukujen joukko ymmarretadn matematiikan teoriassa.
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3 Matematiikan kuusi osaa ja niiden valinen vuoropuhelu

Juha Oikkonen nakee matematiikassa kahdet kasvot, jotka ilmenevat, kun
matematiikkaa tehddan “tadssa ja nyt” (Oikkonen, 2004). Oikkonen jaottelee
matematiikan sosiaalis-subjektiiviseen ja objektiivis-formaaliin puoleen. Matematiikan
tekemisen voidaan ndhda olevan (parhaimmillaan) jatkuvaa vuoropuhelua ndiden kahden
puolen valilla (Oikkonen, 2013). Esimerkiksi funktion jatkuvuuden kasitteelld on sosiaalis-
subjektiivinen puoli: maalijoukon alkiot ovat l&hell4 toisiaan silloin, kun laht6joukon alkiot
ovat lahelléd toisiaan ja tdma merkitys néyttéytyy helposti kuvan avulla (ks. Oikkonen,
2004). Mutta kasitteella on myos objektiivis-formaali puoli, joka perustuu raja-arvon
tarkkaan (e, 6)-madritelméan: funkio f on jatkuva pisteessd xo, jos ja vain jos f(xg) =
lim,_, f(x). Funktion raja-arvo taas madritellaan tarkasti seuraavasti: funktiolla f on raja-
arvo a pisteessa xo (eli lim,_,,  f(x) = a), jos ja vain jos jokaisella £>0 on olemassa sellainen
6>0,ettd |f(x) — a] < e kunhan 0 < |x — x,| < 6.

Tama kahtiajako yhdistettynd Tallin  kolmijakoon tuottaa itse asiassa
laajemman "matematiikan kuuden osan” viitekehyksen. Oikkonen (2013) on hahmotellut
tatd kuuden osan viitekehysta ja pyrin seuraavaksi jasentdmaan, mitd tama voisi tarkoittaa
edellisen esimerkin kannalta. Jos piirrdn ilmenevddn maailmaan kuuluvan kuvan
ymmartaadkseni summakaavan, on samaan aikaan kasissani jotain objektiivista ja jotain
subjektiivista. Kuva on objektiivinen siind mielessd, etta kaikki voivat sitd havainnoida ja se
on muuttumaton. Toisaalta se, miten kuvassa nahdddn matemaattisia ideoita, on
subjektiivista. (Lukija voi vield vilkaista kuviota 1, jossa oli sinisid ja punaisia ruutuja ja
miettid, milla tavoilla matemaattinen idea siind néakyy.) Nain ilmenevan maailman ilmi6t
voidaan ndhda jakautuvan kahtia. Oikkonen (2013) antaa esimerkiksi téstd kahtiajaosta
subjektiiviset mielikuvat ja niiden pohjalta syntyneet sosiaalisesti jaetut pohdinnat sek&
objektiiviset matematiikan opetukseen tarkoitetut valineet kuten véarisauvat.

Symboliseen maailmaan kuuluvat laskusdadnnot ovat jotain tdysin objektiivista ja
esimerkiksi aiemmin Kkirjoittamani laskut ovat siis objektiivisesti tosia. Toisaalta myds
symboliseen toimintaan liittyy sosiaalis-subjektiivinen puoli; mm. oppijoiden muodostamat
miniteoriat (eli "omat laskusd&dnnot”) tuntuvat selvasti kuuluvan téhan. Matematiikan
oppimista miniteorioiden nakékulmasta on tutkinut mm. Sinikka Huhtala (ks. Huhtala,
2000). Miniteoriassa voi olla kyse esimerkiksi "vaarasta yleistyksestd”; koska

2x+y) =2x+2y
voisi paremman tiedon puuttuessa tulla ajatelleeksi etta patee myoés

(x+y)? =x%+ y?
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Téllaiset miniteoriat ovat luonteeltaan vahvasti subjektiivisia: oppija rakentaa ne itse.
Miniteorioiden liséksi Oikkonen (2013) ehdottaa ns. katumatematiikan kuuluvan
symbolisen maailman sosiaalis-subjektiiviseen puoleen.

Aksiomaattis-formaaliin maailman taas ajattelisi olevan oikeastaan taysin objektiivista,
mutta myo6s siihen liittyy sosiaalis-subjektiivinen puoli. Tatd edustaa esimerkiksi
matemaatikkojen strateginen metatason keskustelu: "Voisimme kayttéa ajatuksia X,Y ja Z
asian O todistamiseksi.” Esimerkiksi tallainen keskustelu on osa matematiikan tekemisen
(sosiaalis-subjektiivista) prosessia erona objektiivisille matemaattisille tuloksille. Oikkosen
(2013) mukaan kirjoitettu aksiomaattis-formaali matematiikka kuuluu objektiivis-
formaaliin puoleen ja edellda kuvatun Kkaltainen keskustelu ja ajattelu sosiaalis-
subjektiiviseen puoleen.

Taulukko 1 Matematiikan eri osat.

Metatason ajattelu:

L Mita symbolit merkitsevat kyseessa on induktiivinen
Mita mina naen . . . . . .
minulle? Miten symboleja joukko, joten voin
kuvassa? . L .
kaytetaan? todistaa vaitteen

induktiolla.

S= 1424344
i1 S = 4434241

E(1) A (E(n) -> E(n+1))

Siispé E(n) kaikilla
luonnollisilla luvuilla n.

25=5+5+5+5

Taulukossa 1 nakyy, miten summakaavaan liittyva matematiikka jakautuu kuuteen eri
osaan. Formaalin maailman sosiaalis-subjektiivista puolta edustaa siis tdssa tapauksessa
metatason ajattelu siitd, minkélainen Kkasiteltdvd matemaattinen struktuuri on
ominaisuuksiltaan ja mita todistustekniikoita voisi kayttad. Symbolisen maailman sosiaalis-
subjektiivisessa puolessa on kyse siitd, minkalaisia laskusdantdja subjekti tuntee ja
minkélaisia merkityksia han on niille luonut.
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4 Matematiikan eri osien merkitys oppimisessa

On monta tapaa "kokea matematiikkaa” ja tehda sita itselleen ja muille mielekkaaksi.
Tutkimukset osoittavat, ettd mielekkaat matematiikkakokemukset ovat tehokas keino
oppijoiden matematiikkakuvan kehittymiseksi toivottuun suuntaan ja toivottujen
oppimistulosten saavuttamiseksi (ks. esim. Laine, A. & Huhtala, S., 2003; Isoda, M & Tall,
D. 2007). Mielekkaat oppimiskokemukset voivat liittyd esimerkiksi symbolisen ja
ilmenevéan maailman kokonaisvaltaiseen yhdistamiseen (ks. Tall 2013, s.155-174).
Kokemukseni mukaan esimerkiksi miniteoriaa “jakolaskussa tulos on aina alkuperdista
pienempi” voi esiintyd monilla oppijoilla. Usein jakolaskua ajatellaan ositusjaon (’jos 10
karkkia jaetaan viidelle ihmiselle, kaikki saavat 2”) ndkdkulmasta. Esimerkiksi 4 : 0,5 =8
nayttaytyy luontevasti sisdltojaon (7jos 10 karkkia jaetaan viiden karkin kokoisiin
joukkoihin, joukkoja on 2”) ndk6kulmasta seuraavanlaisella yksinkertaisella kuvalla.

Kuvio 2 Nelja kokonaista jaetaan puolikkaisiin.

Koska matemaattisen ajattelun ”juuret” ovat Tallin (2013) mukaan ilmenevdn maailman
ilmidissa, edellisten kaltaisten kuvien kayttaminen tarttumapintana opetuksessa voi tuntua
jopa itsestdan selvalta. Tallaiset kokemukset ovat Tallin mukaan itse asiassa lahestulkoon
valttamattomid, mikali tavoitellaan pitkén aikavélin oppimista ja kasitteenmuodostusta
(Tall, 2006). Aiemman tutkimuksen perusteella vaikuttaa siis siltd, ettd ilmenevan ja
symbolisen maailman ilmididen sitominen saumattomaksi kokonaisuudeksi voisi olla syyta
ottaa opetukselliseksi tavoitteeksi kdytdnndssa kaikilla koulutustasoilla.

5 Johtopddtokset

Edella esitellyt matematiikan “kuusi osaa” tarjoaa uuden viitekehyksen matemaattisen
ajattelun tarkasteluun. Tallin viitekehys on jo entuudestaan matemaattista ajattelua ja sen
kehittymista varsin kokonaisvaltaisesti erotteleva, mutta "kuuden osan” viitekehyksessa
tehdddn matematiikan objektiivisia ja subjektiivisia puolia eksplisiittisimmiksi. Dubinskya
ja McDonaldia (2001) mukaillen matematiikan oppimiseen liittyville teorioille ja malleille
voidaan asettaa ainakin seuraavia tavoitteita:
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o malli kykenee ennustamaan tutkittavia ilmioita,

o malli on selitysvoimainen,

o mallia voidaan kayttdd monen eri ilmion yhteydessa,

o malli auttaa monimutkaisten ilmididen jasentamisessa,

o malli tarjoaa vélineen datan analysointiin ja

e malli tarjoaa sellaisia puhetapoja ja erotteluja oppimisesta, jotka ovat
rikkaampia kuin pelkat pinnalliset kuvaukset.

Esimerkiksi miniteorioiden nakokulma asettuu téssd matematiikan kuuden osan
mallissa yhdeksi osaksi (symbolisen maailman sosiaalis-subjektiivinen osa) laajempaa
matemaattisen ajattelun kenttdd, mika tekee viitekehyksestd Tallin kolmea maailmaa
laajemman ja tutkittavaa ilmiotd tarkemmin jasentéavan. Mikéali esimerkiksi opetuksen
tavoitteeksi asetetaan ensimmaisen ja toisen maailman ilmididen sitomista toisiinsa, talla
viitekehyksellda on hyva selitysvoima oppimisprosessin suhteen. Oppimisprosessin
kuvaamiseen voidaan tarvita tapauksesta riippuen edelleenkin jotain spesifisempad, kuten
aiemmin mainittu APOS-teoria, mutta hahmoteltu viitekehys tarjoaa jo itsessaan
mahdollisuuksia oppimisprosessin kuvaamiseen (kuten muutokset oppijan symboleihin
assosioimissa merkityksissa).
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